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x = y
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a
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a ∈ Σ
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∨
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ϕ
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ψ

�,��H	�AU013�plm��):?$>0PQ13�*+.PQ��) �
ϕ ∨ ψ
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Libre(x) � {x}
Libre(x = y) � {x, y}

Libre(x
a
−→ y) � {x, y}

Libre(ϕ ∨ ψ) � Libre(ϕ) ∪ Libre(ψ)
Libre(¬ϕ) � Libre(ϕ)
Libre(∃x.ϕ) � Libre(ϕ)− {x}� ��O��

ϕ(x1, . . . , xn)
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ϕ
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x1, . . . , xn
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x, y, x1, . . . , xn
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s, t, s1, . . . snU013�g� ��?e?w1I� �gU01
G
�

[x← s, y ← t] (x = y) =
1

�:O
s = t

0
�:O�H2��H

[x← s, y ← t] (x
a
−→ y) =

1
�:O
s

a
−→

G
t

0
�:O�H2��H

[σ] (ϕ ∨ ψ) = [σi] (ϕ) ∨ [σj] (ψ)

[σ] (¬ϕ) = ¬ ([σ] (ϕ))

[σ] (∃x.ϕ) =
1

�:O
∃s ∈ V (G) [σ, x← s](ϕ) = 1

0
�:O�H2��H

+3�G13V>n

σ = x1 ← s1, . . . , xn ← sn

σi = xi1 ← si1 , . . . , xip ← sip i1 < · · · < ip
1I�
{xi1 , . . . , xip} = Libre(ϕ)

σj = xj1 ← sj1, . . . , xjq ← sjq j1 < · · · < jq
1I�
{xi1 , . . . , xip} = Libre(ψ).



X�� Y[Z]\����	^.Z0^.a.\���b

� HvH2��� 1
G |= ϕ(s1, . . . , sn)
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ϕ

n
[x1 ← s1, . . . , xn ← sn]ϕ = 1.
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n

[[ϕ(x1, . . . , xn)]]G = {(s1, . . . , sn)|s1, . . . , sn ∈ VG ∧G |= ϕ(s1, . . . , sn)}.
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ϕ
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Libre(ϕ) = ∅
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[[ϕ]]G =

{

{()}
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G |= ϕ
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Ferme(X) : ∀x∀y(x ∈ X ∧ x−→ y =⇒ y ∈ X)

x −→∗ y : ∀X((x ∈ X ∧ Ferme(X)) =⇒ y ∈ X).
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n
ThM(G) = {ϕ | Libre(ϕ) = ∅ ∧G |= ϕ}.
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I(G) = {s
a
−→ t | G |= Ia(s, t)}+3�G13V

∀a ∈ T, Ia(x, y)
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I(G) = {s
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−→ t | G |=

Ia(s, t)} ∪ {cs | G |= Ic(s)}
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∀c ∈ Γ, Ic(x)
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S(G) = {s
a
−→ t | ∃u ∈ Sa, s

u
=⇒

G
t}

+D�G13V
∀a ∈ Σ, Sa ∈ Rat(Σ
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Dep(G, r) = {ra1r1 . . . anrn
a
−→ ra1r1 . . . anrnan+1rn+1 | n ≥ 0 ∧
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r1 . . .
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n+1éme 1
13�:�~FIE	+.P0M]n

(n+1)!−n!−1 =
nn! − 1

� � ��>2� +.P�PQ��H2� >0�:O�P�OQ� 1I) V31I�:� 1�-0) ��-0):OQFI� F�-���>0)W?w��H	�:) 1I)tq_>21tPQ1�?w��� U01
s�OQ��>0� O�P�PQ1$13� �A+.>�H0O��G1D+.>�6�U01fP�+�/0OQFI),+.) V,/0OQ1��

� Hv-d+.):�AUK>�E�),+.-0/21
G

�:>0O���+.H	�Ln
� � � �

� � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

a a a a

k k k

d d d

i i i i

b b b b

l j j j

e c c c

b

f

� H@+
G ∈ Graphe1

� � He-0) 1IH2U
r
P�+8),+�VIO�H21gU01

G
��1I� ��HwV3��H2�:�:):>0O��[PQ1pE�),+.-0/21

H = g−1(Dep(G, r))
���

g
13�:�gP �'+.-0-0P�OQVD+.�:OQ��H�),+.�:OQ��H21IP�PQ1$�:>0O���+.H	� 1Gn

a 7→ a ; d 7→ d ; j 7→ j

b 7→ b ; e 7→ ed
∗
bi ; k 7→ k

c 7→ c ; f 7→ f ; l 7→ l



| �Q|!����Z2�T
D^.b	�W�]�2
D�w�y
{��
���� X �

�:>0O��_OQ1#U01jn
a 7→ a
b 7→ b
c 7→ c
d 7→ dcc + deedc

e 7→ cdc + dccde + bbe
f 7→ f
j 7→ j

k 7→ kjj + kllkj

l 7→ jkj + jed
∗
babd∗e + ebab

�*��H2V
H ∈ Graphe2

1I�"H2��>2�"V3��H2�:�:):>0OQ�,��H2�$PQ1�E�),+.-0/21
K = h−1(Dep(H, r))���

h
13�:��P �'+.-0-0P�OQVD+.�:OQ��H�),+.�:OQ��H21IP�PQ1$�:>0O���+.H	� 1>n

a 7→ a
b 7→ bc∗e(j + l)∗f +

f(l + k)∗jk(j + l)∗f +

f(l + k)∗e(e + d)∗cd(c + e)∗(j + l)∗f

f 7→ f(l + k)∗(e + d)∗bb(e + d)∗(l + k)∗ff

�:>0O��_OQ1#U01jn
0 7→ bbb

1 7→ ffb
∗
ab

� H$��90�:OQ1IH	�
K ∈ Graphe3

1I�
K

13� �TP�+p-d+.):�:OQ1 U0F3VIO�?@+.PQ1 UK>"H2��?$90) 1�U01 s�OQ��>0� O�P�PQ1��

	J� 	 ��� #�� +,)B.	/ �5' +2/ � � �����Y/
� ��>2�*�G1IH2��H2�#U01 ?w��H	�:) 1I)$q_>21NU01I>KJv?w��� �fO�HKh2H0OQ�f-d+.):�:OQVI>0P�OQ1I) �"� ��H_�fU2+.H2�*P�+

/0OQFI),+.) V /0OQ1���� +.OQ��V31I�:� 1�?@+.H0OQkI) 1�U�� 1nJK-0PQ��) 1I)�PQ13��UKO���FI) 1IH	� ��H0O��G1D+.>KJ 13� �{l +��:�:OQUKOQ1I>2� 1
1I�WO�?e- ��� 1vU01 V3��H0Hd+��Q�:) 1!M�P �'+3��+.H2V31�PQ1�?w��� ) 13V /21I) V /2F�� 
 P*HT� 13�:� +�VI�:>21IP�PQ1I?w1IH_�
-d+��$- ��� �:O�90PQ1wU01WVD+.),+�VI� FI):OQ� 1I)eU01w?@+.H0OQkI) 1WE�PQ��9d+.PQ1@P � 1IH2�,1I?$90PQ1 U013�$?w��� � O�HKh2H0OQ�
-0) F3� 1IH	� �*MN>0HtH0O��G1D+.>vU01fP�+�/0OQFI),+.) V,/0OQ1��



� ���o� ���
	]� �

� ��������� 
������ ���!�	������� ��� � � ���
�	� � ���	�

� ��>2�$UKOQ� -���� ��H2�$?@+.O�H	� 1IHd+.H_�NU�� >0H21@/0OQFI),+.) V /0OQ1 U01el +.?eO�P�PQ13�$U01eE�),+.-0/213�N�:>0)
PQ13� q_>21IP�PQ13�*P�+WPQ��E�OQq	>21 ?w��Hd+�UKOQq	>21e13� �*U0F3VIOQU2+.90PQ1���� +.OQ�8�,1I>0PQ�8PQ13�*H0O��G1D+.>KJ!C@1I�e�
� ��H_�[90OQ1IH@V3��H0H_>2�D� � ��>2��+.P�PQ��H2��U0��H2V�OQVIOdFI�:>2UKOQ1I)�PQ1�H0O��G1D+.> &��Gq_>0Od13�:�[-�1I>wV3��H0H_>��
1I�p- ��>0)gV31IP�+$H2��>2�gH2��>2�pO�H	� FI) 13� � 1I) ��H2�8+.>�?w��� �pO�HKh2H0OQ���0q	>0O�� ��H_�pPQ13�pE�),+.-0/213��PQ13�
-0P�>2�N�:O�?e-0PQ13� MvFI�:>2UKOQ1I)��{?@+.OQ� q	>0O��G��H	�N-����,1I)$U013�"9d+�� 13� - ��>0)">0H21@FI�:>2U01W-0P�>2�
V3��?e-0PQkI� 1��

�
�<� � )G# � �5#�� )B.	/ - . +2.�)��5.	/
� 5 /]S B 
4BN� /6B)5O% S6�"/6B ��(��gCD/]Q�%02.8"/689!4Q�%P�.@�CK�<,e1689/.HRQI�<,J(��<,_/6B�#0�?=j/i#:�<, � Hl% CK�

,$�65R#U�.5�1��.57(68F2<,THI/?8_CD�<,�168"/6=�=>/6% 8F�<,
(�� 168"/<HRQI�<, c�� B-5O%�S �"/6B � (��_CD/�Q*%P2.8"/68"!.Q�%0�<@
�65 / C /j'4/6=�%�C CK�-(��.,)/68 �.8F�<,3/6C 1*2 �.8.%�
4BO�<, �

tree2
� 
4B�%
�<,.#J���$#:�.5OBO�]HI/?8)(�2 H7C %P/ 1��

(��.,A168"/<HRQI�.,YH78F2�M��*�j8F�"!F�65R57/6% ,�,4/*�.CD�., c � 5[S /LH78F2<, �.5R#:�.8�%P!4%UB�5l�j/?B�#&8F�T'$�68.=>��(*�
168"/6=�=>/6%�8"� 
4B�%U�.5*1*�.57(68F�j!��4#P#:�U'$/6=�%�C CK� cs{13�8E�),+.-0/213�"+.>�H0O��G1D+.>

0
U01NP�+@/0OQFI),+.) V /0OQ1e� ��H_�8PQ13�*E�),+.-0/213�*h2H0OQ����PQ13�*?w��� �

U01fV31fH0O��G1D+.>t� ��H_�gU0��H2V8PQ13�p?w��� ��h2H0OQ�D�K7A> H0O��G1D+.>
1
� PQ13�p?w��� �gq	>21*P � ��H���90�:OQ1IH	�

� ��H_�*U013�*E�),+.-0/213�*) FIE�>0P�OQ1I) �D�	
 PQ�8� ��H_�Ah2H0O�?w1IH_�#U0F3V3��?e-����,+.90PQ13�f-d+.)fUKOQ�:�,+.H2V31�� 1I�
U0��H2V#>0P��:O�?w1I?w1IH_� �A- FI):OQ� UKOQq	>213�D�
���	��
���
�����
;� ��� � �6%&#YB�5 /6C HRQ�/��F�$#

Σ
�4# B�5l� 8"�4C /?#&%P�65 (d� /68.%�#:2

δ : Σ 7→ N c � 5� 1I):?w1 �<,.#UB�5 =>�?#T(��
Σ∗ (��
CD/�'$�68.=G�

ft1 . . . tδ(f)
���

f ∈ Σ
�4#
t1, . . . , tδ(f) c

� H!+.-0- 1IP�PQ1I),+ #:�.8.=G�j!F�65E,4#0/65R# >0H�� 1I):?w1$) F3UK>0O��fMe>0H FIPQFI?w1IH	�fU01
Σ

U��'+.):O�� F
H_>0P�PQ1��dj8H�� 1I):?w1

v
13�:�g>0H ,$�6B*,<` #:�48<=G� U�� >0Ht� 1I):?w1

u
�:O
v

13�:��>0Htlm+�VI� 1I>0)AU01
u
�

���	��
���
�����
;� �QX
� �6%0�.5R#
t, t1, . . . , tn

(��.,e#:�48<=G�<,g�4#
x1, . . . , xn

(��<,�#:�.8.=>�.,�!��65E,<`
#0/657#�, c � / �:>092�:�:O��:>0�:OQ��H

t[x1 ← t1, . . . , xn ← tn]
(�2�MN5O% CK�j#:�.8.=G�

t
(i/65E,�CK� 
4BO�.C

�65o/),.BE�<,4#&%�#&BO2��3!.Q�/ 
4BE�b� !�!4B*8F�.57!<�<,-(*�
x1, . . . , xn

CD�G#:�.8.=>�
t1, . . . , tn

!F�68.8F�<,<`
HI�?57(i/65R# c



� �y� � ^.Z2����Z2��^`b_�e��b�
Db_^.��b	� X �

���G�~
���
�����
i� �Q| � 5 #:�.8.=G�
t
,<B�8JB�5 /?C HRQI/��F�4#

Σ
HO�.B�#T/6B*,�,.%Uf4#&8"�
S Bh!F�6=�=G�_B�5

/68$�48"�]�68"(i�65l2.@ !F�6CD�68F2L,<B�8
Σ

�

� ,<%
t
�<,4# !��65E,.#0/?5R#�@W,4�65 /68 �.8F�j�<,.#U8"2F(6B*%&# �GB�5 ,$�.B�C ,4�?=]=G�4# !F�6CD�68F2YHI/68

t
@

� ,<%�57�65
t
�<,.# (��TC /�'$�68.=G�

ft1 . . . tδ(f)
/6S �"!

f ∈ Σ
�$#
t1, . . . , tδ(f)

(��., #:�.8.=G�<,
�4#U,4�?5 /68$�48"�j/
HE�6B*8]8"/i!4%�5l�LB*5 ,$�6=�=G�4#�24#&%�
$BE�4#:2 HI/68

f
@ �$# 
$B*%e/)!F�6=�=G�

/68 �.8F�.` MNC ,
CK�<,L/68 �.8F�<,](��
t1, . . . , tδ(n)

(i/65E,_CF� �?89(68F� c
� b �]Z0^.�T�{bv| � /68 C /
,<B�%&#:�<@dB�5)#:�48<=G��,$�.8"/]%�57(6% � 2.8"�4=]=G�.57#\S Bb!F�6=�=G� B�5b=>�?#
�6B-B*5[/68 �.8F� c � 5h5l�eH78"2F!4%;, �.8"/ 
4BO�_,.%WCD�]!F�?5R#:� �?#:�L5 � �<,4# HI/6,]� �<H7Ca%&!$%�#:� c
���G�~
���
�����
i� ��� � 5l� E�),+.?e?@+.O�) 1[U01�� 1I):?w13�

H
�.,.#7B*5 
4B�% 57#&B H7CK�4#

(Σ, N, δ,R, S)!F�6= HI� , 2�(��<,L�.5E, �.=G�.CD�.,J,<B�% S /65R#�, �

� B�5[�45E,$�.=G�.CK�](�� � 1I):?eO�Hd+.>KJ
Σ
@

� B�5[�45E,$�.=G�.CK�](�� H2��H�	 � 1I):?eO�Hd+.>KJ
N

@
� B�5l�
8"�.CD/?#&%P�65[(d� +.):O�� F

δ : N 7→ N
@

� B�5[�45E,$�.=G�.CK�
R

(��
8�
P16CK�<,�(��
CD/�'$�68.=G�
Px1,...,xδ(P )

→ t
/6S6�"! �

� P ∈ N B�5 57�65O` #:�.8.=]%�57/6C (d� /68.%�#:2
δ(P )

@
� χ = {x1, . . . , xδ(P )}

B*5 �.5E, �.=G�.CD�h(��3S /?8<%P/��.CK�<, (6% ,.#&%�57!$#:�<,3�4#](d� /?8<%&#:2
5RB*C�CD�.@

� t B�5h#:�48<=G�J,<B�8JCF� /6C HRQ�/*�F�4#
N ∪ T ∪ χ

@
� B�5 +`J OQ��?w1

S ∈ N
(d� /68.%�#:2J5OB�C CK� c

��+.)AP�+e�:>0O�� 1��K- ��>0)g� ��>0� 1#) kIE�PQ1
r ∈ R

�0��HtH2��� 1I),+�
N(r)

PQ1#H2��H�	 � 1I):?eO�Hd+.P{-d+.):�:OQ1#E	+.>2V,/21$U01
r
��

T(r)
PQ1f� 1I):?w1#-d+.):�:OQ1$UK) ��O�� 1$U01

r
��

r|Σ
P � 1IH2� 1I? 90PQ1$U013��� 1I):?eO�Hd+.>KJvFI�:OQq_>21I�,+.H	�

T(r)
��

r|N
P � 1IH2�,1I?$90PQ1$U013�AH2��H�	 � 1I):?eO�Hd+.>KJvFI�:OQq	>21I�,+.H_�

T(r)
�

���G�~
���
�����
i� ��� � �?B*8g#0�6B�#�#:�.8.=G�
t = Pt1 . . . tδ(P )

���
P

�<,.# B�5b5l�65O` #:�48<=�%�57/6C @
�65m(6%&#�
4BO�

t
�<,4#�B�5 +.-0-�1IP �

P
�4#�
4BO�GCD�<,>#:�.8.=G�<,

t1, . . . , tδ(P )
,4�?5R#eCK�<, -d+.),+�	

?wkI�:) 13� (*�
!��$#T/.HiHE�.C c
s �'+.-0-0P�OQVD+.�:OQ��H U�� >0H21�) kIE�PQ1 U01v) F3VI):O��:>0) 1

r ∈ R
Mo>0H�� 1I):?w1

t
V3��H2�:OQ�:� 1 M

�:>092�:�:O��:>21I) M
t
� >0H�� ��>2� 	 � 1I):?w1

t′
U01

t
q_>0O[13�:�#>0H +.-0-�1IP[M

N(r)
��-d+.)"PQ1�� 1I):?w1

T(r)[x1 ← p1, . . . , xn ← pn]
+D�G13V

p1, . . . , pn
PQ13��-d+.),+.?wkI�:) 13�*U��'+.-0- 1IP{U01

t′
�

���G�~
���
�����
i� � � �d/ ) F3VI):O��:>0) 1#-d+.),+.P�PQkIPQ1 ,<B�8AB*5h#:�.8<=G�
t
!F�?5E,<% ,.#:� �j8F2"!48.% 8F�L#0�6B*,

CD�<,_57�?5O` #:�.8.=�% 5l/6B��)(��
t c


 PdH2��>2� ) 13�:� 1A?@+.O�H	� 1IHd+.H	�gM#U0Fnh2H0O�)�P �'+.):90) 181IH0EG1IH2UK) F8-d+.) >0H21AE�),+.?e?@+.O�) 18U01
� 1I):?w1��
���G�~
���
�����
i� ��� � 5m/.HiHE�.C�CD�489/ CD/ V��Q?w1 (d� B*5o/68 �.8"�

A
8"� H78"2.,$�.5R#0/?5R#gB*5m#:�.8<=G�<@

CD�JH7CaB*,�168"/657( ,$�6B�,.` /68 �.8F�+(��
A


4B�%A!F�?5R#&%P�45O5l� CD/h89/i!$% 5l�+(��
A

�$#g#:�4C 
4BO�)#0�6BI#
,4�6=�=G�4# 2$#&%�
4BO�4#:2�HI/?8JB*5h57�65R` #:�.8.=�% 57/?C ,4�6%&#NB�5l�^'$�4B*%�C CK� c� 53/<HiHE�.C�CK�.89/>C / V��Q?w18� �:):OQVI� 1 (d� B�53/68 �.8F�

A
8F�:H78F2<,$�45R#0/65R#^B*5+#:�.8.=G�<@�C /j! ��=G�

(��
A

Hl8<%�S 2F��(��J, �<,A,4�6=�=G�4#�,L24#&%�
4BE�$#:2YHI/68JB�5h57�65O` #:�.8<=�%�57/6C c



| � �@^.��^`b_�eZ2�����	��^.���T��b	�eb	
W�]�d
D�w��
{�~
����

���	��
���
�����
;� ����� 5 (6%&# 
4BN� B*5 #:�.8.=G�
t
�<,4#N%�57!4CaB�,
(i/65O,AB�5 #:�.8<=G�

t′
,<%WCD/ ! ��=G�

,4#&8<%P!$#:�](��
C"� /68 �.8F�L(*�
t
�<,4#^B�5 ,4�6B*,<`9/68$�48"�j(*�JCD/b! � =G�J,.#&8.%P!$#:�
(*�JCF� /68$�48"��(��

t′ c
� ^.�RZ�^����	
D�]��� � �6B�8

t
B�5 #:�.8.=G�G�4#

t′
CK�j#:�.8.=G�

t
�*�4#:�.5OB[/<H78�
<,jB�5)HI/ ,>(���8F2.`

!48.%&#&B*8F���65 /
t ⊆ t′ c

���	��
���
�����
;� � � � 5-/68 �.8"�
A

�.,.#\B*5l�A� �i#:�.5E,<%P�65+(d� B*5)#:�.8.=G�
t
,<% CD/]! � =G�e,.#&8.%&!$#:�

(��
CF� /?8$�.8F��(��
t
�<,.#^B*5h,$�6B�,.` /68 �.8F��(��

A c�L� B�5O%P�65h(\� B�5l�_,$2.8.%P�L(��
#:�.8.=>�.,
t1, . . . , tn

�<,.#^CD�eH7CaB�, HE�$#&%�# /68$�48"�
A


4B�%�,4�6%&#
B�5l��� �?#:�.5O,<%P�65[(��]!.Q�/i!4B�5[(��<,
#:�.8.=G�<,

t1, . . . , tn c
���	��
���
�����
;� ����� � 5 (�2�MN5O%&#NCF� +.):90) 1"1IH0EG1IH2UK) F HI/68_B�5l�g168"/6=�=j/?% 8F��(��
#:�.8<=G�<,
!F�?=]=G�j24#0/?5R# C"� B*5R%&�65 (��LCD/G,<B�%�#:�]!48"�6% ,�,4/?5R#:�j2.S �.57#&BE�.C�CK�.=G�.5R#e%�5 MN5O%0�L(��L#:�.8<=G�<,
t1, t2, . . .

#:�.C�CD� 
4BE�
t1 = T(S)

�4#dHI�?B*8j#0�6BI#
i
@
ti+1

�<,4#UCK��#:�.8.=G�j���4#:�45OB HI/68](*�
8F2"!48.%�#&B�8F�YHI/68"/6C�CD2.CK� �JHI/684#&% 8
(*�

ti c
7Ah2HWU01A�D�'+�� �:>0) 1I)[q_>21�P �'+.):90) 181IH0EG1IH2UK) F81nJKOQ�:� 1��G��Hw>0�:O�P�OQ�,1I),+"U013� E�),+.?e?@+.O�) 13�

1IH�lm��):?w1fH2��):?@+.PQ1$U01f� �I� 1��
���	��
���
�����
;� ����� � 5l� 1689/?=]=>/6%�8F�J�<,.#W�.5 ly��):?w1�H2��):?@+.PQ18U01�� �I� 1 ,<%IHE�6B*8g#0�6BI#:�
8�
P16CK�

r ∈ R
@
T(r)

5 � �<,.# HI/ ,JB�5 /.HiHE�.C c
s�+�-0) ��-0):OQFI� F$�:>0O���+.H	� 1fH2��>2�*+�� �:>0) 1#q_>21fP � ��H�-���>0):),+e� ��> � ��>0) �8� 1*),+.?w1IH21I)*M

>0H21#� 1IP�PQ1"E�),+.?e?@+.O�) 1��
� ^.�RZ�^����	
D�]��� � �6B�#:�T1?89/6=�=>/6%�8"�A(*�g#:�.8<=G�<,NHE�.BI#&`9f4#&8F�_=�% ,$�A�.5A'$�68<=G� 57�?8<=>/6CK�
(��L#:f4#:� c
� ^.b_����b�� ����>0)gV,/d+�q	>21f) kIE�PQ1

r
U�� >0H21fE�),+.?e?@+.O�) 1#U01*� 1I):?w13�

H
� � O

r
HT� 13� � -d+��

1IH�lm��):?w1fH2��):?@+.PQ1$U01f� �I� 1���+.PQ��) �
n� � ��O��
T(r)

13� �[>0H218��+.):O�+.90PQ1��	O�P��:>��w� U0��H2V8U01A) F3VI):O�) 1A� ��>0� 13��PQ13� �_V3VI>0) 1IH2V313�
U01

N(r)
U2+.H2�AP�+NE�),+.?e?@+.O�) 13���

� � ��O���P�+A),+�VIO�H21pU01
T(r)

13�:��V3��PQ��) F -d+.)�>0HNH2��H�	 � 1I):?eO�Hd+.P
��1I��U2+.H2��V31 VD+����`�,��O��
-d+.)#) F3VI):O��:>0) 1�-d+.),+.P�PQkIPQ1w��H!� 1N),+.?wkIH21wM >0H21 ) kIE�PQ1e1IH lm��):?w1NH2��):?@+.PQ1wU01
� �I� 1���� ��O�� V31pHT� 13�:�~-d+��~- ��� �:O�90PQ1���+.>2q_>21IPdVD+��~V31I�:� 1�) kIE�PQ1pH21p- 1I>0� 1IH0EG1IH2UK) 1I)
>0H�+.):90) 1��2��H�P�+�) 1I?e-0P�+�V31"U0��H2V"-d+.)gP�+�) kIE�PQ1

N(r)→ ε
�

2

� b_��Z0^`�T��bt� � /NH78"�<H78.%P24#:2��dH78F2"!�2"(��45R#:�e%�= H7Ca%�
4BO� 
4BO�UC"� �65>/i!F!<�:Hl#:� 
$BW� B*5 ��1689/?=]`
=>/6%�8"�)(*�b#:�.8<=G�<, 
4B*% 5 � �.5*1��457(68F�
HI/ ,b(\� /68 �.8F� ,4�?%�#g#&89/?5E, '$�68.=>2��-�.5�B*5 ��1689/?=]`
=>/6%�8"�
8F2"(6B�%�#:� �GB�5 / �6%&�?=>�

S → ε c
� ^.�RZ�^����	
D�]�0X �d�.,g168"/6=�=j/?% 8F�<,�(*�]#:�.8<=G�<,>�.5*1��457(68F�.5R#Y� �i/�!$#:�.=G�.5R#eCK�<,j/68$�48"�<,
/6C 1�2 �48<%�
4BO�<, 
4B�%W,$�65R#U(*�<,
#:�.8.=>�., c
� b_��Z0^`�T��b�� � /68A���?#:�.5E,.%&�65O@ �653/<HiHO�.C CK�.8"/�=>�?#W(��<,d' �.B�% C�CK�<,g(d� B*5 �T1689/?=]=>/6%�8F�
CK�
=j�i#U(��<,N' �.B�% C�CK�<,
(��
C"� /68 �.8"�j�45*1��.57(?8"2�HI/?8L!��4#P#:�A168"/6=�=>/6%�8"� c



� ��X ����^.��bv^.�	������
Dbt��b	�w��^`Z2�o�]Z2��^.b	�e��bt
Db	^��]b_� |��

�
� � � '%)��5. )	�	- ��� +2.
-&.	/ 3%)B#	� �5#�� )B.	/ -&. +G.�) �5.	/
� #0/65R#T(i�65R5l2�
4BE�LCF� �65 5 �_,O� %�5R#:2.8F�<,<,$� 
4BN� /?B3=>�?#T(��<,N' �.B*%�C�CD�<,L(*�LC"� /68 �.8"�j�45O`

1��.57(68F2�HI/68LB*5 � 1?89/6=�=>/6%�8"�>(��L#:�.8<=G�<,<@^%�C �<,.# HI� ,<,<%0�.CK��(��
,<%�= H7C % M �.8
!<�.C CK�.`9!4%;@Y�4#
(��eCD/
=>�$#P#&8"��,4�?B�,�B�5l� '4�68.=G��
$B*% S /J57�?B�, HE�.8.=G�4#P#&8F�_(�� (�2P1i/ 1*�.8NHlC B*, '4/i!$% CK�.=G�.5R#
CD�J8"2.,<B�Ca#0/?# 
4BO�LCF� �65 ,4�?B�Q�/?%�#:�]���4#:�45O% 8 c
�YXTb �[Z���b]�KX � �6%&#WC /�168"/6=�=>/6%�8"�J,<B�%�S /65R#:� �

S 7→ kcQab
Q 7→ fcPx1x2Ua
U 7→ hx1Ux1

V 7→ ghabx1x2

P 7→ gx1x2Ox1x2

O 7→ Phx1x2hx2x1

/6S �"!]CK�<,N'$�657!$#&%P�65E,g,<B�% S /65R#:�<,��
Σ : {k : 2, f : 3, g : 3, h : 2, a : 0, b : 0, c : 0}

et N : {S : 0, Q : 2, U : 1, V : 2, P : 2, O : 2}

� C CK�_�.5*1*�.57(68F�_CF� /68$�48"�_(*�gC /eM\16B�8"� �7c � c � 5]HE�.BI#WS �6%�8 ,<B�8g!��4#U/68$�48"� 
4BE�
!��.84#0/6%�5E,
,4�6=�=G�4#�,T5 � % 5R#:�48<S %0�.5O5 �.5R#�HI/6, (i/65E,TCD�Y=>�?#�,�(��<, ' �.B�% C�CD�.,�@ % C ,T,$�.8"/6%&#\(i�?57! % 5R#:248"�<,.`
,4/65R#�(*��CK�<,L,.B H�H78<%�=G�.8 c � ��=Gf.=G�<@Y�65+HE�.BI#e, �>(i�6BI#:�.8 
4BN� B�5l�L168"/6=�=j/?% 8F�gHlC B*,
,<%�=YHlCD�THI�6B�8<8"/6%&#T�45*1��.57(?8"�.8]B�5)168"/<HRQE��/��i/65R#NCK�
=Gf.=G�_=>�?#T(��<,W' �.B*%�C�CD�<, c

k

c f

c g h

a b g a h

h h g a

a b b a����� � =2����� (*),+.-0/21$1IH0EG1IH2UK) F"-d+.)gP�+NE�),+.?e?@+.O�) 1 U01fP � 1nJK1I?e-0PQ1W�D&K�


���� ��
 ��%'��������� % � ��� ���&% ����� �$!���� ��� � � !��
� /GH78F�.=�%�
.8"�3#&8"/65E, '$�68.=>/?#&%&�?5 
4BE�-C"� �65�S / B�#&%�C % ,$�48-�<,4#gC / =�% ,$� ,$�6B*,Y'4�?8<=G�

(�2.S �.CD�<HiHO2F�>(d� B�5l�Y1?89/6=�=>/6%�8"��(*�
#:�48<=G�<, c



|�X �@^.��^`b_�eZ2�����	��^.���T��b	�eb	
W�]�d
D�w��
{�~
����

� H�+.-0-�1IP�PQ1I),+ #:�.8.=G�^MN5O% >0H�� 1I):?w1
t
� 1IPTq	>0O�HT� 1nJKOQ�:� 1f-d+��gU01#� ��>2� 	 � 1I):?w1"U01

t
q	>0OT� ��O��A>0Hv+.-0-�1IP �

���	��
���
�����
;� ���0X � 5l�38 
P1?CD�
r

�.,.#LB*5l� ) FIE�PQ1�h2H0OQ1 ,<% HI/?8+8"2F!48<%&#&B�8"� %�#:2.8F2F� (��
T(r)

@U�65 ���4#&%0�.5R#UB*5 #:�.8.=G�^MN5O% c
���	��
���
�����
;� ���K| � 5l�h8�
P16CK�

r
�.,.#�B�5l� ) kIE�PQ1�>0�:O�PQ1 ,.%J% C_� �6% ,.#:� B*5l�h,<B�%�#:� (��

8F2"!48.%�#&B�8F� �_HI/684#&% 8L(*�LC"� / �6%P�6=G�L#:�.C�
4BN� %�C � �?%;,4#:�JB�5h,4�6B*,<` #:�.8.=>��(?B3#:�.8.=>���*�4#:�.5OB

4B�%W,$�6%�#^B*5 /<HiHO�.C �

r c
���	��
���
�����
;� ��� � � �?%�#\B*5 ��8�
P16CK�

r
@dB�5l�YS /68.%&/��4CD�

xi
(��
r
�.,.#\B*5l� ��+.):O�+.90PQ1g>0�:O�PQ1

,.% % C7���6%;,4#:�A(i/65E,
T(r)

B*5 ,4�?B�,.` #:�.8.=G�
xi


4B*%\5l��,4�6%&#IHE/ ,YB�5 ,$�6B*,<` #:�48<=G�A(6B
i

4=>�

HI/?89/6= 
4#&8F�j(d� B�5 /<H�HE�.C��
N(r) c

� 1 q	>0O�H2��>2�A- 1I?w1I�8U01 U0Fnh2H0O�)*V31 q	>T� 13� �A>0H21"E�),+.?e?@+.O�) 1�� ��>2�gly��):?w1 U0FI�G1�	
PQ��-0- F31��
���	��
���
�����
;� ���0� � 5l�)168"/6=�=j/?% 8F� �<,4#L,4�6B*,L'$�68.=>� (*2.S �.CD�<HiHE2�� ,.%eHI�?B*8 #0�6BI#:�
8�
P16CK�

r ∈ R
@
r

5 � �<,.#UHI/6,AM^5O%P�.@
r

�<,4#JBI#&% CK� �$#J#0�6BI#:�<,-CD�<,-S /?8<%P/��.CK�<, (��
r

,4�65R#
BI#&% CK�<, c


 P�13�:�p-����,�:O�90PQ1fU01f?w1I�:�:) 1f� ��>0� 1fE�),+.?e?@+.O�) 1$U01*� 1I):?w13�g� ��>2� lm��):?w1#U0FI�G1IPQ��-�	
- F31jn

���p-���>0)gV,/d+�q	>21#) kIE�PQ1#h2H0OQ1
r
�K��H�) 1I?e-0P�+�V31

r
-d+.)�P�+N) kIE�PQ1#) F3VI):O���+.H	�

N(r)
1IH

PQ1#� 1I):?w1fh2H0O{q_>21fP � ��Hv��90�:OQ1IH	�8-d+.)�) F3VI):O��:>0) 1$U01
T(r)

�
&K�p-���>0)�V /d+�q_>21*) kIE�PQ1

r
� �:O

r
V3��H	�:OQ1IH_�g>0H � ��>2� 	 +.):90) 1fq	>0O 13�:�p>0H�+.-0-�1IPTM$>0H21

) FIE�PQ1fh2H0OQ1��2��Ht) F3VI):O��AV31$� ��>2� 	 +.):90) 1��
6K����H �:>0-0-0):O�?w1 � ��>0� 13�NPQ13�N) kIE�PQ13��1I� � ��>2�NPQ13�N-d+.),+.?wkI�:) 13�eq	>0O�H21W�,��H	��-d+��

>0�:O�PQ1��
sT13�WU01I>KJ;-0) 1I?eOQkI) 13�WFI�,+.- 13�w) 1IH2U01IH_�WPQ13�w) kIE�PQ13�wh2H0OQ1vO�H	>0�:O�PQ13� V�1IP�PQ1t� ��H	� U0��H2V
�:>0-0-0):O�?wF31 PQ��) ��U01WP�+t�:) ��OQ�:OQkI?w1 FI�,+.- 1���s{+�E�),+.?e?@+.O�) 1 ��90� 1IH	>21 13�:�N90OQ1IH � ��>2�
lm��):?w1"U0FI�G1IPQ��-0- F31"1I�g-0) k3� 1I):�G1#PQ1f?w���81IH0EG1IH2UK) F��

� ^.�RZ�^����	
D�]�K| � �4#P#&8F�]B�5l�_168"/6=�=>/6%�8"��,4�6B*,U'$�68.=>��(*2.S �.CD�<HiHE2��>5 �j!.Q�/65�1��YHI/ ,
CK�
=j�i# 
4BN� �4C CK�j�.5*1��457(68F� c
� ^.b_����b � sT13�8U01I>KJ�-0) 1I?eOQkI) 13�*FI�,+.- 13�gH21$� ��H	�*q	>21"U013�*+.-0-0P�OQVD+.�:OQ��H2�fU01#) F3VI):O�	
�:>0) 13���{1IP�PQ1eH21�?w�_UKO hd1IH_� U0��H2Ve-d+��"P �'+.):90) 1w1IH0EG1IH2UK) F��{s{+��:) ��OQ�:OQFI?w1wFI�,+.- 1w�:>0-�	
-0):O�?w1fU013�p) kIE�PQ1f1I� U013�p-d+.),+.?wkI�:) 13��q_>0O
� -d+.) U0Fnh2H0O��:OQ��H��KHT� ��H_�A+.>2VI>0H21*O�H��2>21IH2V31
�:>0)�P �'+.):90) 1 1IH0EG1IH2UK) F��

s�+N?eOQ� 1f� ��>2��ly��):?w1fU0FI�G1IPQ��-0- F31fH218?w� UKO hd1#U0��H2V*-d+��pP �'+.):90) 1#1IH0EG1IH2UK) Ff-d+.)
>0H21#E�),+.?e?@+.O�) 1 U01f� 1I):?w13�D�

2



� ��X ����^.��bv^.�	������
Dbt��b	�w��^`Z2�o�]Z2��^.b	�e��bt
Db	^��]b_� |d|

�YXTb �[Z���b]� | � /J168"/6=�=>/6%�8"�
(��gCF� � �*�.= H7CD� � � =�% ,$� ,$�6B*,\'$�68<=G�_(*2.S �.CD�<HiHE2��j�<,.#
C /]168"/6=�=j/?% 8F� �

S 7→ kcQab
Q 7→ fcPx1x2Ua
U 7→ hx1Ux1

P 7→ gx1x2Ox1x2

O 7→ Phx1x2hx2x1� /G8"2P1?CD�
V

24#0/?5R#^%�5OBI#&% CK�<@ �.C�CK�]�.,.#W,.B H�H78<%�=G2F� c

���� ��� ��%'��������� % � ��� ���&% ��� ! � � ���$!&�
� 5-S /j=>/6%�5R#:�.57/?5R#W(�2�MN5O%�8YB�5l�_(*�.B��?%�
.=G�
#&89/?5E, '$�68.=j/i#&%&�65O@ 
4B�%W!<�4#P#:��'$�6% ,Y5l�

!F�65E, �.8<S6��HI/ ,JCF� /68 �.8F���.5*1��.5l(68"2.@U=>/6% , 
$B*% Hl8 
<, �.8.S �LCD�
=>�?# (��<,N' �.B*%�C�CD�<, c
���G�~
���
�����
i� �y� � � 5G#:�.8.=G�

t
�<,.# (6%&# FIP�+.E�>2F ,<% @lCD/
! � =G��(*�

t
!F�65R#&%0�.5R# /6B�=>/ �6%�`

=]B�= B�5G,$�6=�=>�$#d!F�6CD�68F2NHI/68eB�5 57�?5O` #:�.8.=�% 5l/6C @ 
4BO�g!��Y57�65O` #:�.8.=]%�57/6CR�<,4# CK�T,$�6=�`
=>�$#NCK�THlC B*, � (?89�6%&#:���4# 
4BE�]!.QI/i!4B�5 (��J,$�<, HI/68"/6= 
4#&8F�<,j�.,.#NB�5 #:�.8.=>��2.CD/ 16BO2 c
���G�~
���
�����
i� �y� � � 5l�j1?89/6=�=>/6%�8"� (�2.S6�.C �.HiHE2F� �<,4#
(6%&#:�32.CD/ 16BO2F�3,.%NHI�?B*8+#0�6BI#:�
8 
P1?CD�

r ∈ R T(r)
�.,.#UB*5 #:�.8.=>�j24C / 1?BE2 c


 PG13� �T-����,�:O�90PQ1~U01~�:),+.H2� lm��):?w1I){>0H21~E�),+.?e?@+.O�) 1�U01~� 1I):?w13���D1IH$>0H21 E�),+.?e?@+.O�) 1
U018� 1I):?w13��FIP�+.E�>2F31#U01*P�+ ?@+.H0OQkI) 1#�:>0O���+.H	� 1jn � ��O��

t = ft1 . . . tδ(f)
>0H � 1I):?w1��0��H

FIP�+.E�>21
t
U01fP�+�?@+.H0OQkI) 1$�:>0O���+.H_� 1>n

� �:O�+.>2VI>0H�U013�"-d+.),+.?wkI�:) 13�
t1 . . . tδ(f)

H21w-���� �,k3U01eU01w� ��>2� 	 � 1I):?w1wq_>0O � ��O��
>0H�+.-0- 1IP
�d+.PQ��) �

t
13� �gFIP�+.E�>2F��� �:O

f
13�:��>0HtH2��H�	 � 1I):?eO�Hd+.P
����HvFIP�+.E�>21"� 13�p-d+.),+.?wkI�:) 13���� �:O�H2��H��[�,��O��

ti
PQ1�-0) 1I?eOQ1I)W� 1I):?w1�V3��H	� 1IHd+.H_� >0H � ��>2� 	 � 1I):?w1�q	>0O8� ��O��@>0H

+.-0-�1IP
�d��HvFIP�+.E�>21#PQ13��� 1I):?w13�
t1 . . . ti

-0>0OQ�g��H h0JK1"P �'+.):):O�� F31"U01
f

M
i
�

� 1I�:� 1�-0) �_V3F3UK>0) 1v13�:�@+�� �:>0) F31�U01�� 1I):?eO�H21I)��[VD+.)wP�+��,+.O�P�PQ1tU013�e� 1I):?w13�Wq	>21 P � ��H
FIP�+.E�>21�H21 - 1I>0�#q	>21�UKO�?eO�H_>21I)D� � H!FIP�+.E�>21�>0H21�E�),+.?e?@+.O�) 1eU0FI�G1IPQ��-0-�F31w1IH!FIP�+�	
E�>d+.H	�AV,/d+�VI>0H�U013��� 1I):?w13�*+.-0-d+.),+.OQ� �,+.H	�*1IH�-d+.):�:OQ1$UK) ��O�� 1"U01#�,13��) kIE�PQ13�D�
�YXTb �[Z���b]�_� � /]1689/?=]=>/6%�8F��(��LC"� � ���4=YHlCD� � � =�% ,$�J,4�6B*,N'$�68<=G�]2.CD/ 16BO2F�G�<,4#^CD/
1689/?=]=>/6%�8F���

S 7→ kcQab
Q 7→ fcPx1x2

P 7→ gx1x2Ox1x2

O 7→ Phx1x2hx2x1

� 5 57�i#:� 
$BE�
f

� =j/?% 5R#:�457/65R#LB*5 � /68<%&#:2 2P1i/?CD� � � �4# 
4BO� CD/m8 
P1?CD�
U

/o2$#:2
,<B HiH78.% =G2F� c

s{+ lm��):?w1*FIP�+.E�>2F31$U�� >0H21fE�),+.?e?@+.O�) 1"U01*� 1I):?w13�g13�:�pO�H	� 1I) 13� � +.H	� 1$VD+.)pP�+N-0) � 	
-0):OQFI� Fw�fH2��>2�AU0��H0H21#P�+N-0) ��-0):OQFI� F n



|d� �@^.��^`b_�eZ2�����	��^.���T��b	�eb	
W�]�d
D�w��
{�~
����

� ^.�RZ�^����	
D�]� � �d��=j�i#T(*�<,U' �.B�% C�CD�.,�(d� B*5 �_168"/6=�=j/?% 8F�>(��j#:�.8<=G�<,>�<,.#�!��65E,$�48<S 2
,.%WC"� �65[2.C / 16BE��!<�4#P#:�A168"/6=�=j/?% 8F� c

j8H21"E�),+.?e?@+.O�) 1N� ��>2�Aly��):?w1 FIP�+.E�>2F31$13�:�8� 1IP�PQ1$q_>21"- ��>0)A� ��>0� 1$) FIE�PQ1
r ∈ R

�
P�+ V��Q?w1�UK>�� 1I):?w1

T(r)
1I�*U01N� ��>2�f� 13�f� ��>2�*� 1I):?w13�#V3��H	�:OQ1IH_�$+.> ?@+`J O�? >0? >0H

� ��?e?w1I�#FI�:OQq_>21I� F$-d+.)f>0H�H2��H�	 � 1I):?eO�Hd+.P
��1I�*V31N� ��?e?w1I�f�D� O�P�1nJ OQ�:� 1N13�:�8P�+elm1I>0O�P�PQ1
P�+�-0P�>2�8MNE	+.>2V /21��
���	��
���
�����
;� ���K� � 5l� ) F3VI):O��:>0) 1i�:�,+.90PQ1 (d� B*5 �[8�
P16CK�

r
(d� B�5l� 168"/6=�=>/6%�8"�o(��

#:�.8.=G�j2.CD/ 16BO2F�<@�!F�65E,.%;,4#:� � 8F2"!48.% 8F�]CK�L#:�.8<=G�
T(r)

@ H7B�% , �-2.CD/ 16BO�.8]C /�168"/6=�=>/6%�8"�
���$#:�.5OBO� c

�f1 -d+.)#�,+wU0Fnh2H0O��:OQ��H�� P�+@) F3VI):O��:>0) 1e�:�,+.90PQ1NU�� >0H21 E�),+.?e?@+.O�) 1eU01 � 1I):?w13�fFIP�+�	
E�>2F31!U0��H0H21�>0H21�E�),+.?e?@+.O�) 1]U01�� 1I):?w13��FIP�+.E�>2F31!U0��H	��P �'+.):90) 1!1IH0EG1IH2UK) F]MoPQ1
? �I?w1#?w���8U013�ply1I>0O�P�PQ13�8q	>21fP �'+.):90) 1$1IH0EG1IH2UK) F$U01fP�+�-0) 1I?eOQkI) 1#E�),+.?e?@+.O�) 1��


�� � ��� � % � � ����� %'� ��� ���&% ��� %'!�� ��% � � � � � ��� ��� �
� Hi+.-0- 1IP�PQ1I),+ /<H�HE�.CdH78<%�57!4% HI/6C U�� >0H � 1I):?w1

t
FIP�+.E�>2F���PQ1@� ��>2� 	 � 1I):?w1

t′
U01

t�D� O�P�1nJ OQ�:� 1��K� 1IP�q	>T� O�PTHT� 1nJKOQ�:� 1#-d+��AU01"� ��>2� 	 � 1I):?w1"U01
t
q_>0O{� ��O���>0H�+.-0- 1IP{1I�AU0��H_�

t′
13� �g>0Ht� ��>2� 	 � 1I):?w1��

���	��
���
�����
;� ��� � � 5l�b8�
P16CK�
r ∈ R

(d� B�5l�j168"/6=�=>/6% 8F�+(*�)#:�.8.=>�.,+2.CD/ 16BO2F� �<,4#
) F3VI>0) �:O��G1$UKO�) 13VI� 1 ,.%WC"� /<HiHO�.CIH78.% 5l!4% HE/6Cd(��

T(r)
�<,4#^B�5 /<HiHE�.C �

N(r) c
���	��
���
�����
;� �QX�� � 5l�38 
P1?CD�

r ∈ R
(\� B�5l�b168"/6=�=j/?% 8F� (��h#:�.8.=G� 2.C / 16BE2�� �<,4#

) F3VI>0) �:O��G1 ,<%�HI/68e8F2"!48.%�#&B�8F�e,4#0/��.CK�Y(*� ,4�?5b/<HiHO�.C H78.% 57!$% HI/?C @ % CR�<,4#�HI� ,<,<%0�.CK�Y(d� ���4#:�45O% 8
B�5l�
8 
016CD��8"2"!$B*8<,<%�S �j(6%�8F�"!$#:� c

� Hv-�1I>0��?@+.O�H_� 1IHd+.H	�fU0Fnh2H0O�)A>0H21fH2��>0�G1IP�PQ1$VIP�+��,� 1#U01#E�),+.?e?@+.O�) 13�D�
���	��
���
�����
;� �QX�� � 5l�T168"/6=�=j/?% 8F�A(��g#:�.8.=G�<,

H
�<,4# ) F3VI>0) �:O��G18�:O�?e-0PQ1 ,<%d#0�6BI#:�<,

, �<, 8�
P16CK�<,A8"2"!$B*8<,<%�S �<,A,4�?5R# 8"2"!$B*8<,<%�S �<,
(6%�8"�F!$#:�<,
�4# 
4BW� /6BE!4B�5h(��<,^HI/68"/6= 
4#&8F�<,_(\� B�5
/<H�HE�.Cd8F2"!4B�8<,<% 'J5l�eHI� ,<, 
"(���(*�_,$�6B*,<` #:�48<=G��
4B�%W,4�6%&#NB�5[/<HiHE�4C c

S���>0� 1tE�),+.?e?@+.O�) 1v-�1I>0� 	 �I�:) 1��:),+.H2�:ly��):?wF31t1IH >0H21�E�),+.?e?@+.O�) 1tF3q_>0O���+.PQ1IH_� 1
- ��>0)gPQ1f?w���AU013�plm1I>0O�P�PQ13�D�
� ^.�RZ�^����	
D�]�0� � �6B�#:��1?89/6=�=>/6%�8"�T(*�^#:�48<=G�<, HO�.B�#&`"f4#&8F�e#&8"/65E, '$�68.=G2F�e�.5jB�5l� 1689/?=]`
=>/6%�8"�A8"2"!$B*8<,<%�S �g,.% = H7CK� 
4B�%W�45*1��.57(?8"�gB�53/68 �.8F�J/��i/65R# CK� =Gf.=G� =j�i#�(*�<,\' �.B�% C�CD�.,

4BO�LCF� /68 �.8F���.5*1��.5l(68"2 HI/68_CD/]1?89/6=�=>/6%�8"�](��](�2 HI/684# c
� ^.b_����b � � ��O��

H
>0H21#E�),+.?e?@+.O�) 1 U01f� 1I):?w13�AFIP�+.E�>2F31>n

������HW�:),+.H2� lm��):?w1fV /d+�q_>21*) kIE�PQ1A) F3VI>0) �:O��G1f1IH >0H21A) kIE�PQ1*) F3VI>0) �:O��G1fUKO�) 13VI� 18-d+.)
) F3VI):O��:>0) 1$�:�,+.90PQ1"U01#�,��H�+.-0-�1IP�-0):O�H2VIO�-d+.P
�



� ��X ����^.��bv^.�	������
Dbt��b	�w��^`Z2�o�]Z2��^.b	�e��bt
Db	^��]b_� |��

&K��- ��>0) V,/d+�q	>21�) FIE�PQ1�) F3VI>0) �:O��G1
r ∈ R

�:O*>0H U013�W-d+.),+.?wFI�:) 13�vU01vP �'+.-0- 1IP
-0):O�H2VIO�-d+.P~U01

T(r)
- ��� � k3U01 >0H�� ��>2� 	 � 1I):?w1Nq_>0O�13�:�8>0H]+.-0- 1IP
����H!1���13VI�:>21

>0H21#) F3VI):O��:>0) 1"� �,+.90PQ1"U01#P �'+.-0- 1IP�-0):O�H2VIO�-d+.P�U01
r
�

6K�g�:O{+.>�?w��O�H2�A>0H21#) kIE�PQ1$M�FI� F#?w� UKO hdF31"��H�) 13V3��?e?w1IH2V31�MNP � FI�,+.-�1w���
H

FI�,+.H_� FIP�+.E�>2F31��	� ��>2�[PQ13�[-d+.),+.?wkI�:) 13�pU�� >0H +.-0- 1IPd� ��H	� U0��H2Vg>0�:O�PQ13���	H2���,+.?
	
?w1IH	�8V31I>KJvV3��H_� 1IHd+.H	�f>0H��,��>2� 	 � 1I):?w1 q_>0O{13�:�8>0H�+.-0- 1IP � � P � FI�,+.- 1 &��2PQ1$-d+��AU01
) F3VI):O��:>0) 1A�:�,+.90PQ1A��+#U0��H2Vglm+.O�) 1AUKOQ�:-d+.),+��Q�:) 1AP �'+.-0- 1IPd) F3VI>0) � O l�1I��) F3UK>0O�) 1gPQ1AH2��?$90) 1
U��'+.-0-�1IPQ��O�? 90):OQq	>2F3�*U2+.H2�gV31I�:� 1#) kIE�PQ1��

� �,+.H	� U0��H0H2F�q	>21vP�+!-0) � V3F3UK>0) 1�� 1t� 1I):?eO�H21�q_>d+.H2U;O�P8HT� � +!-0P�>2� U��'+.-0-�1IP
O�?$90):OQq_>2Ft1I�wq	>T�'M V,/d+�q	>21t-d+�� �,+.EG1 PQ1 H2��?$90) 1�U��'+.-0-�1IPQ�wO�?$90):OQq_>2F3�@U0F3VI) � �Q���~P�+
-0) �_V3F3UK>0) 1#� 1I):?eO�H21$1IHt>0Ht� 1I?e-2�ph2H0O �

s{+�� 1I>0PQ1#��- FI),+.�:OQ��Ht>0�:O�P�OQ� F31#13�:��P�+N) F3VI):O��:>0) 1$�:�,+.90PQ1��2s{+NE�),+.?e?@+.O�) 1 ��90� 1IH	>21
1IH0EG1IH2UK) 1"U0��H2Vf>0Hv+.):90) 1#q	>0O{+NPQ1f? �I?w1f?w���gU013��ly1I>0O�P�PQ13�gq_>21*P �'+.):90) 1"1IH0EG1IH2UK) F
-d+.)�P�+�E�),+.?e?@+.O�) 1$U01#U0FI-d+.):�D�

sT��) � q_>21NP�+w-0) � V3F3UK>0) 1e� 1 � 1I):?eO�H21�� � ��>0� 13�fPQ13�8) kIE�PQ13�f) F3VI>0) � O��G13�#� ��H	�f) F3VI>0) 	
�:O��G13�$UKO�) 13VI� 13��1I�$H21WV3��H	�:OQ1IH0H21IH_�e-d+�� U��'+.-0- 1IP�O�? 90):OQq	>2F���P�+�E�),+.?e?@+.O�) 1

H
13�:�

U0��H2V"� ��>2� lm��):?w1#) F3VI>0) �:O��G1"�:O�?e-0PQ1��
2

�YXTb �[Z���b]�K� � /T168"/6=�=j/?% 8F�T(��UCF� � �*�.= H7CD� � � =]% ,$�W,4�?B�,R'$�68.=G�N8F2"!4B�8<,<%�S � ,.% = H7CK�
�<,.#^C /�168"/6=�=>/6% 8F� �

S 7→ kcQab
Q 7→ fcPx1x2

P 7→ gx1x2Phx1x2hx2x1


���� � 
 ���"% � � %'! � � � � �
� Hv+.):):O��G1"?@+.O�H_� 1IHd+.H	�#MNP�+ ly��):?w1"q_>0O���+NH2��>2�gO�H	� FI) 13�,� 1I)D�

���G�~
���
�����
i� ��XdX � 5l�^1689/?=]=>/6%�8F�Y(��Y#:�.8.=G�<,��.,.# ,$�6B*, ly��):?w1�) F3UK>0O�� 1 ,<% �.C CK�g�<,.#
8"2"!$B*8<,<%�S �>,<%�= H7CD�G�4#�
4BN� �4C CK�j5 � �.,.#�!F�6= HI�6,$2F�<@ /?Bh=>/ �?% =�B�=L@ 
4BO�G(*�>(��.B �38 
P1?CD�<,
s

�4#
p

4B�%e5l� !F�65R#&%0�.5O5 �.5R#�HE/ ,G(d� /.HiHE�.C ,j% =G�.8.%�
$BE2<,b�$#Y#:�.C�CD�., 
$BE�

s|N ⊆ {p}
�4#

p|N ⊆ {p} c
� ^`�7Z�^����G
D�!� ��� �6BI#:��1689/?=]=>/6%�8F�T(�� #:�.8.=>�., HE�.BI#&`9f4#&8F�e#&8"/65E,�'4�?8<=G2F�e�.5�B�5l��168"/6=�`
=j/?% 8F� 8F2"(6B�%�#:� 
4B�%G�.5*1��.5l(68"� B�5 /68 �.8F� /��i/657#jCD� =Gf.=G� =>�?#>(��<,�' �.B*%�C�CD�<, 
4BO�
C"� /68 �.8"���.5�1��.57(68F2�HI/68
C /�168"/6=�=>/6% 8F�](��](�2:HI/?8.# c
� ^`b � ��b � � ��O��

H
>0H21$E�),+.?e?@+.O�) 1 �,��>2�ply��):?w1$) F3VI>2�:O��G1$� O�?e-0PQ1�� � ��O��gP �'+`JKOQ��?w1

13�:� >0H21�) FIE�PQ1 ) F3VI>0) � O��G1��g+.PQ��) �
H

13�:� ) F3UK>0O�� 1]MoP �'+`J OQ��?w1!1I��13�:��� ��>2� lm��):?w1
) F3UK>0O�� 1��2�:O�H2��H

����-d+.)�) F3VI):O��:>0) 1��:�,+.90PQ1�O�� FI) F31 U01[P �'+.-0- 1IP_-0):O�H2VIO�-d+.P0U01[P �'+`J OQ��?w1�����H �,1 ),+.?wkIH21
MN>0H�+`JKOQ��?w1"U0��H	�AP �'+.-0-�1IPT-0):O�H2VIO�-d+.P�13�:��>0Hv+.-0- 1IP�MN>0H21#) kIE�PQ1#) F3VI>0) �:O��G1��

&K�g�:O�P �'+`J OQ��?w1 H21 V3��H	�:OQ1IH	��-d+���U��'+.-0- 1IPQ� O�? 90):OQq	>2F3���
H

13�:��� ��>2�$ly��):?w1W) F�	
UK>0O�� 1����:O�H2��H���H!+.-0-0P�OQq_>21 >0H�-d+��fU01$) F3VI):O��:>0) 1��:�,+.90PQ1N1I�*��H�) 13V3��?e?w1IH2V31
P�+N-0) � V3F3UK>0) 1$1IH]���



| � �@^.��^`b_�eZ2�����	��^.���T��b	�eb	
W�]�d
D�w��
{�~
����

H
FI�,+.H	�w� ��>2�Nlm��):?w1 ) F3VI>0) �:O��G1t� O�?e-0PQ1�1I�NPQ1 H2��? 90) 1tU01 ) kIE�PQ13�wFI�,+.H_��h2H0O
�

P � FI�,+.- 1!� � 1wl +.O��e1IHi>0H H2��?$90) 1 h2H0OgU01 ) F3VI):O��:>0) 13�D�~s{+�-0) � V3F3UK>0) 1�� 1 � 1I):?eO�H21
PQ��) � q_>21pP �'+`JKOQ��?w1pH21�V3��H	�:OQ1IH	��-0P�>2�~U��'+.-0-�1IPQ� O�?$90):OQq_>2F3���G��)~P � FI�,+.- 1g&AH2��>2��+�� �:>0) 1
q_>21*PQ18H2��? 90) 1"U��'+.-0- 1IP�O�?$90):OQq_>2F#U0F3VI) ��O����KP�+$-0) � V3F3UK>0) 1"� 18� 1I):?eO�H21"U0��H2Vf1IH�>0H
H2��? 90) 1#h2H0O{U�� FI�,+.- 13�D�

s�+�� 1I>0PQ1w��- FI),+.�:OQ��H]>0�:O�P�OQ� F31w13� �#P�+ ) F3VI):O��:>0) 1@�:�,+.90PQ1�� PQ1w?w���$U013�flm1I>0O�P�PQ13�$U01
P �'+.):90) 1t1IH0EG1IH2UK) FtH21�V /d+.H0EG1tU0��H2V�-d+�����P�+�E�),+.?e?@+.O�) 1

H
13�:�eU0��H2V�90OQ1IH;�,��>2�

lm��):?w1#) F3UK>0O�� 1��
2

� XTb_� Z���b]� � �d/j1689/?=]=>/6%�8F�>(��]CF� � ���.= H7CK� � � =�% ,$�
,$�6B�, '4�?8<=G�L8F2"(6B�%�#:� �<,.#TCD/
168"/6=�=>/6%�8"� �

S 7→ kcfcPab
P 7→ gx1x2Phx1x2hx2x1

� C�CK�]�45*1��.57(?8"�LCK�g1689/.HRQI��(��
CD/�M\1?B*8F� �7c���c
k

c f

c g

a b g

h h g

a b b a

��� ��� =2�'& ��(*),+.-0/21"1IH0EG1IH2UK) F"-d+.)gP�+NE�),+.?e?@+.O�) 1$U01#P � 1nJ01I?e-0PQ1w�D5K�

�
��	 � ' +G/ � ���
���Y/ #�� - . ���������5. � � �*.	# �

�� � ��
 � % �$% ��� ��� �"!��$% � � �$���

� H;UKOQ� -���� 1 ?@+.O�H_� 1IHd+.H	� U�� >0H21 ly��):?w1�� O�?e-0P�O hdF31�-���>0)ePQ13��E�),+.?e?@+.O�) 13� U01
� 1I):?w13�8q	>0O���+NH2��>2�g- 1I):?w1I�:�:) 1"U�� FIH2��H2V31I)APQ13�AU01I>KJ PQ1I?e?w13�8VIO�	 U013� � ��>2�
n
Y[b_����b]� �d�<,�=>�?#�,�(*�<, ' �.B�% C�CK�<,j(*�<,j/?8$�.8F�<,G/6C 1�2 �.8.%�
4BE�.,j,4�65R#�(*�<,]=>�?#�,�=>�68.`
HRQ*%�
4BO�<, c
� ^.b_����b � � ��O��

H
>0H21AE�),+.?e?@+.O�) 18U01�� 1I):?w13��) F3UK>0O�� 1�� � O

H
1IH0EG1IH2UK) 1g>0H +.):90) 1

h2H0O
� PQ18?w���pU013��lm1I>0O�P�PQ13�pU01*V31I��+.):90) 1f13�:� >0H ?w����h2H0O�q	>0O 13�:�pU0��H2V*�:):O��_O�+.PQ1I?w1IH_�
?w��):-0/0OQq_>21��



� �Q|!}r�2
D�@�y
{��
����eZ2� ��b_�dX{� �_�]b�
�� ��b_Z2� | �

� ��O��
u

P �'+.-0-0P�OQVD+.�:OQ��H q_>0O�Mf>0HW� 1I):?w1�l +.O��[V3��):) 13�:- ��H2UK) 1A� ��Hw?w��� U013�~lm1I>0O�P�PQ13���
1I�
u′

P �'+.-0-0P�OQVD+.�:OQ��H q_>0O�M$>0H@� 1I):?w1
t
l +.O���V3��):) 13�:- ��H2UK) 1APQ18?w���pU013� lm1I>0O�P�PQ13�pU01gP�+

V��Q?w1#�:�:):OQVI� 1#U01
t
� � ��O��

v
P �'+.-0-0P�OQVD+.�:OQ��Hvq	>0O{MN>0HtV3��>0-0PQ1

(r, i)
l +.O��pV3��):) 13� -���H2UK) 1

PQ1f?w���AU013�plm1I>0O�P�PQ13�gUK>
i
kI?w1#-d+.),+.?wkI�:) 1 U01#P �'+.-0-�1IP�-0):O�H2VIO�-d+.P�U01#P�+N) kIE�PQ1

r
�

sT18?w��� U013�[ly1I>0O�P�PQ13�pU01
H

13�:�[PQ18?w����O�HKh2H0O�) F3�:>0P��,+.��U018P�+"V3��H2VD+.� FIHd+.�:OQ��HtUK>
?w���

u′(T(s))
1I�~UK>N?w���

u(T(p))
U2+.H2��PQ13q	>21IP0��Hw+*�:>092�:�:O��:>2F�M*V /d+�q_>21�VD+.),+�VI� kI) 1

xi
PQ1f?w���

v(s, i)
�

� ) ��H ��90�:OQ1IH	��PQ1w? �I?w1 ?w���N1IH +.-0-0P�OQq_>d+.H	��PQ1w?w��):-0/0OQ� ?w1
σ

n
∀1 ≤ i ≤

δ(p), xi 7→ v(s, i)
1I�

∆ 7→ u′(T(s))
+.>�?w���

∆u(T(p))
�

����>0)
t

>0H � 1I):?w1��[��H�U0Fnh2H0O��
u′n(t)

V3��?e?w1vFI�,+.H_�WP �'+.-0-0P�OQVD+.�:OQ��H�U01
u′

+.>
� 1I):?w1

t
+.-0) k3�

n
-d+�� U01v) F3VI):O��:>0) 1 �:�,+.90PQ1�� sT1�?w���WO�HKh2H0O

u(T(p))
13�:� FIE	+.PfM

u′ω(T(p))
�

� ��O��
τ

PQ1f?w��):-0/0OQ�:?w1jn
∀1 ≤ i ≤ δ(p), xi 7→ v(p, i)

�2sT1*?w���
u′n(T(p))

13�:�pP�+
V3��H2VD+.� FIHd+.�:OQ��H�-���>0)

j
+.P�P�+.H	��U01

0
M
n

U013�
τ j(u′(T(p)))

� ����>0)
n = ω

�_��H FI� 1IH2U
τ

+D�G13V
∆ 7→ ∆u′(T(p)

1I�gP � ��Hv��90�:OQ1IH_�
τω(∆) = ∆u(T(p))

�
sT1 ?w���8U013�8ly1I>0O�P�PQ13�*U01

H
13� �8U0��H2V PQ1"?w���

σ(τω(∆))
��1I�f13�:�8>0H�?w���*?w��) 	

-0/0OQq	>21��
2

�YXTb �[Z���b]� � � /j168"/6=�=>/6% 8F�j(���C"� � ���.= H7CK� � � �
HI�6B�8]=>�?#e(��.,^'$�4B*%�C CK�<,]CD�]=>�?#
=j�?80HRQ*%�
4BO�](�2�MN5R%�# HI/68JCK�<,J=>�68:HRQ�% ,<=G�<,A,<B�% S /65R#�, �

σ : ∆ 7→ cc, x1 7→ a, x2 7→ b
τ : ∆ 7→ ∆x1x2, x1 7→ x1x2, x2 7→ x2x1

�d�J=j�i#
σ(τω(∆))

�<,.#^CD�
=>�?#
ccababba . . . c

Y b_�o�]b X �d�.,L=>�?#�,
=>�68:HRQ�%�
4BO�<,
,$�65R#e(��<,]=j�i#�,](��<, '$�.B�%�C CK�<,](��.,�/68 �.8F�<,j/?C 1�24`
�.8<%�
4BO�<, c
� ^`b � ��b � � ��O��

Σ
>0H +.P�-0/d+.9 1I�@1I�

σ(τω(a))
>0H;?w���e?w��):-0/0OQq	>21

m
� >0)wV31I�

+.P�-0/d+.9�1I�D�
σ 
 8F�<,:H c τ � 13�:��>0Ht?w��):-0/0OQ� ?w1

xi 7→ ui 
 8F�<,0H c yj 7→ vj
��+3�G13V

y1 = a1I�
v1 = av′1 � U01

Σ
U2+.H2�

Σ∗ �
� H@U0Fnh2H0O

H
>0H21�E�),+.?e?@+.O�) 1*U01�� 1I):?w13�D�

H
M*- ��>0) � 1I):?eO�Hd+.>KJ �	PQ13�[FIPQFI?w1IH_� �

U01
Σ

q_>0OT� 1I) ��H	�gU��'+.):):O�� F31"H	>0P�PQ1#1I�gU013��FIPQFI?w1IH	�
si

1I�
ti

q	>0O�� 1I) ��H_�AU��'+.):O�� F31f) 13� 	
-�13VI�:O��G1

|ui|
1I�
|vi|
�G+.O�H2�:O2q	>21

s0
U��'+.):):O�� F31

|σ(a)|+1
�	s � 1IH2�,1I?$90PQ1AU013� � 1I):?eO�Hd+.>KJ

U01
H

13�:�f) F3UK>0O�� M U01I>KJ�FIPQ1I?w1IH_� �Gn
S

U��'+.):O�� F31eH_>0P�PQ1 
 P �'+`JKOQ��?w1 � 1I�
P

U��'+.):O�� F31
FIE	+.PQ1$M

δ(τ)
n�

R 7→ s0σ(a)Ps1u1 . . . sδ(σ)uδ(σ)�
P 7→ t1v

′
1Pt1v1 . . . tδ(τ)vδ(τ)s{+NE�),+.?e?@+.O�) 1
H

M
m

-���>0)�?w���8U013�ply1I>0O�P�PQ13���
2

� 13�tU01I>KJ PQ1I?e?w13��H2��>2��- 1I):?w1I�:� 1IH	�v?@+.O�H_� 1IHd+.H	��U�� FIH2��H2V31I)vPQ1 �:/2F3��) kI?w1
�:>0O���+.H_�
n
� \��	�d^��_��bv� ��� �d�<,)=>�?#�,)(*�<,g' �.B�% C�CK�<,-(*�<,-/?8$�.8F�<,3/6C 1�2 �.8.%�
4BE�.,-,4�65R#JCD�<,)=>�?#�,
=j�?80HRQ*%�
4BO�<, c



|�� �@^.��^`b_�eZ2�����	��^.���T��b	�eb	
W�]�d
D�w��
{�~
����

� H�UKOQ�:-����,1#U01f-0P�>2�AU01fP�+�-0) ��-0):OQFI� F"� >0O���+.H_� 1Gn
� ^.�RZ�^����	
D�]��� �����$Z2� ��X ��
 �d�.,]=>�?#�,](*�<, ' �.B�% C�CK�<,�(��.,j/68 �.8F�<,G/6C 1�2 �.8.%�
$BE�<,�,$�65R#
(i/?5E,

Graphe2 c
	 >0O{H2��>2��-�1I):?w1I�8U01#) F3��90� 1IH0O�)8V31f) F3�:>0P��,+.�8U0F��:M�V3��H0H_> n

�$��^`������Z2��^.b!� �\�<,_=>�?#�,_=j�?80HRQ*%�
4BO�<,_,$�65R#U/?B+5O%�S �"/6B � (��
CD/jQ*%P2.8"/68"!.Q�%0� c
�
��� � .�)B/1$H. �g+ � �*.	/
� ��>2�#�G1IH2��H2� U01e�G��O�)$q_>T�'+.>!H0O��G1D+.>o&�U01�P�+ /0OQFI),+.) V,/0OQ1@� 1��:) ��>0�G1ePQ13�$?w��� �

?w��):-0/0OQq_>213�D�[� +.OQ�@1nJKOQ�:� 1�	 � 	 O�PAU��'+.>0�:) 1v?w��� �wO�HKh2H0OQ� M!V31�H0O��G1D+.>�� � H V3��H �:13V�	
�:>0) 1�q	>21vH2��H n[PQ13�@?w��� � O�HKh2H0OQ� UK> H0O��G1D+.>�&�� 1I),+.OQ1IH_� 1nJ2+�VI� 1I?w1IH	� PQ13�W?w��� �
?w��):-0/0OQq_>213���0?@+.OQ�AP�+N-0) 1I>0�G1") 13�:� 1"MN� 1I):?eO�H21I)D�



� ���������
	�� �

� ��
���� ����� ��������� ��� � � ��� �	� � ���	�

jAH21 +.>0�:) 1[?@+.H0OQkI) 1 U�� ��90� 1IH0O�)~U013�{E�),+.-0/213��O�HKh2H0OQ��13�:��U�� >0�:O�P�OQ�,1I)�PQ13���:),+.H2� UK>2V�	
� 1I>0) �D� � He��+*U0��H2V�OQVIO2FI�:>2UKOQ1I)[PQ13��?w��� �~O�HKh2H0OQ� 1IH0EG1IH2UK) F3� -d+.) U013� �:),+.H2� UK>2VI� 1I>0) �
1I�#�G��O�)"q	>21IPQ�#� ��H_�"PQ13�fP�OQ1IH2�"q_>0O~PQ13�f>0H0OQ� � 1IH_� +.>!?w��� �#O�HKh2H0OQ�#-0) F3� 1IH_� �"U2+.H2�#P�+
/0OQFI),+.) V /0OQ1��

�A��� � )B#��&/,-�� �`+2. � )G/ /p+,) � �`+2.��5. � + � )G'��\/,/,# � +G/
�J�6B*,�/?C CD�65E,]!��6=�=>�457!��.8gHI/?8]5l�6B�,]8"�.,.#&8F�.% 5l(68"���)B�5l� '$/6=�% C�CK�j(���#&8"/65E,$(6BI!$`

#:�.B*8<,_,<%�= H7CK�<,�@U�4#US �6%�8 
4BO�.C ,_,4�65R#^CD�.,J=j�i#�,A%�5 MN5R%;,J���4#:�.5RB�, c
���G�~
���
�����
 � �y� � 5>/<HiHE�4C CK�.8"/_#&89/?5E,4(6BE!$#:�.B�8e!489�?%;,<,4/65R# � ) 13� -T� ,4#&8<%P!$#:�.=G�.5R# !48"�6% ,<`
,4/65R# �]B*5 #&89/65O,4(6BE!$#:�.B�8
#:�.C 
4BO� HE�6B*8_#0�6BI#^!.QE�.=�% 5

p
u/v
=⇒ q

@N�65 /
|u| ≤ |v|

� ) 13�:-T�
|u| < |v|

� c
� \��	�d^��_��b�� ��� �d�<,T=>�?#�,T% 5 M^5O%;,e�.5*1��.5l(68"2.,\HE/68eCD�.,T#&8"/65E,$(6BI! #:�.B*8<,e,.#&8.%P!$#:�.=G�.5R#
!489�?%;,<,4/65R#�,A,$�65R#NCK�<,J=>�?#�,_B�Ca#&%�=G�.=G�.5R# HO2.8<%P� (6%�
4BO�<, c
� ^`b � ��b � � ��O��

T
>0H$�:),+.H2� UK>2VI� 1I>0)��:�:):OQVI� 1I?w1IH_��VI) ��OQ�,�,+.H	��1IH0EG1IH2UK),+.H	��>0H"?w���

mO�HKh2H0O � ����>0)~V /d+�q_>21�� � ?$9 ��PQ1
s
U01�P �'+.P�-0/d+.9�1I��U01 � ��):�:OQ1��`��HNV3��H2�:OQU0kI) 1 P �'+.>0� ��?@+.� 1

A
V3��H2�:�:):>0O��8Me-d+.):�:O�)AU01

T
n

�
QA = QT

��
ΓA = {a}

��
GA = {(p, a, q)|∃u, v (p, u, v, q) ∈ GT }

��
IA = IT

��
FA = {x|x ∈ FT ∧ LT (x) = s}

�
� 13�w+.>0� ��?@+.� 13�w1IH0EG1IH2UK) 1IH	� U013��?w��� ��>0P��:O�?w1I?w1IH	� �w- FI):OQ� UKOQq	>213���

m
13�:�eU0��H2V

>0H21e>0H0OQ��H!h2H0OQ1wU01e?w��� �$>0P��:O�?w1I?w1IH	� � -�FI):OQ� UKOQq_>213���T1I�$U0��H2V
m

13�:���TP�>0O[+.>2� �:O
�
>0H�?w��� >0P��:O�?w1I?w1IH_�t-�1I):OQ� UKOQq_>21�U0��H_��P�+o-�FI):OQ� U01�13� � PQ1�-0P�>2� - 1I�:O�� ?$>0P��:O�-0PQ1
V3��?e?$>0H�U013�g-�FI):OQ� U013�gU013��?w��� �8U0��H	�gO�PT13�:�AP � >0H0OQ��HT�

2



��� � ^`Z2
��D���{aG
Db_��^`�eb	
W�]�d
D�w��
{�~
����

�A��� � .�)B/1$H. �g+ � �*.	/
� ��>2�p�G1IH2��H2�gU01*?w��H	�:) 1I)8q	>21fPQ13�p?w��� �pO�HKh2H0OQ�g1IH0EG1IH2UK) F3�g-d+.)�PQ13�p�:),+.H2� UK>2V�	

� 1I>0) �"� �:):OQVI� 1I?w1IH	� VI) ��OQ�,�,+.H	� ���{� ��H	�"PQ13�"?w��� �#>0P��:O�?w1I?w1IH	� -�FI):OQ� UKOQq	>213����V�� 13�:� 	 M�	
UKO�) 1#PQ13�g?w��� �Aq_>21fP � ��Ht) 1I�:) ��>0�G1$+.>tH0O��G1D+.>��#U01"P�+N/0OQFI),+.) V /0OQ1��	 >T� 1IH]13� � 	 O�P�- ��>0)#PQ13�*�:),+.H2� UK>2VI� 1I>0) �$VI) ��OQ�,�,+.H	� � � � H!V3��H � 13VI�:>0) 1wq_>T� O�PQ�f1IH�	
EG1IH2UK) 1IH_� PQ13� ?w��� �"?w��):-0/0OQq_>213����V�� 13�:� 	 M�	 UKO�) 1wPQ13� ?w��� �$q_>21eP � ��H�- 1IH2� 1 �I�:) 1W+.>
H0O��G1D+.>�&wU01fP�+�/0OQFI),+.) V /0OQ1��


 P$� 1I),+.O���U0��H2V]O�H_� FI) 13� �,+.H	� U01�V3��H_�:O�H	>21I) U�� FI�:>2UKOQ1I)�V313��U01I>KJ�lm+.?eO�P�PQ13��U01
E�),+.-0/213�*+.O�H2�:O{q_>21fPQ13��) 1IP�+.�:OQ��H2�Aq_>T� O�PT- 1I>0��� +D�G��O�)A1IH	�:) 1 1IP�PQ13�D�



� ��X � b	^.� Z b	aG
�� ��b	� �T�

� '�� � � �&/ �Y' �
sT��) �{U01[V31 �:�,+.EG1��DU01I>KJ"�G��OQ13�{?@+�� 1I>0) 13����H$FI� F FI�:>2UKOQF313��1IH"-d+.),+.P�PQkIPQ1��`M�� +3�G��O�)��

PQ13� E�),+.-0/213�@U01WH0O��G1D+.>
2
� +.O�H2�:O�q_>21@PQ13��E�),+.-0/213��) 13V3��H0H_>2�e-d+.)ePQ13�e+.>0� ��?@+.� 13�

� �_H2V,/0) ��H0OQ� F3�D�
�f13�f-0) 1I?eOQ1I) �") F3�:>0P��,+.� � �:>0)#PQ13�f?w��� �"O�HKh2H0OQ�#-0) F3�,1IH	� � +.>!H0O��G1D+.> & ��H	�$FI� F

+.-0-���):� F3����?@+.OQ�NU01@H2��? 90) 1I>2� 13��-0OQ�:� 13� ) 13�:� 1IH	�e1IH2V3��) 1 M �I�:) 1 FI�:>2UKOQF313�D� � �:� 	 V31
q	>21�PQ13�@?w��� �@U013�@ly1I>0O�P�PQ13�WU013�W+.):90) 13� +.P�EGFI90):OQq	>213� � ��H_�W1nJ2+�VI� 1I?w1IH	� PQ13�w?w��� �
-0) F3� 1IH	�AU2+.H2�gPQ13�gE�),+.-0/213�AUK>tU01I>KJKOQkI?w1#H0O��G1D+.>��

� O#V31I�:� 1!V3��H � 13VI�:>0) 1!V31 ) FI�GkIPQ1 �I�:) 1 � ),+.OQ1��pPQ13� ?w��� ��UK> U01I>KJKOQkI?w1 H0O��G1D+.>
� 1I),+.OQ1IH	��1nJ2+�VI� 1I?w1IH	��PQ13�p?w��� � ?w��):-0/0OQq	>213��� 
 P � 1I),+.O��p1IH2�:>0O�� 1*-���� � O�90PQ18U�� 13� � + �G1I)
U01eEGFIH2FI),+.P�OQ� 1I) V31I�:� 1WV3��H � 13VI�:>0) 1 M � ��>2�"PQ13�$H0O��G1D+.>KJkn�PQ13�"?w��� � U013�#lm1I>0O�P�PQ13�$U01
Arbren

�,��H	�@PQ13�@?w��� �@U01
Graphen

� V31tq_>0Og-�1I):?w1I�:�:),+.O�� U01tU0Fnh2H0O�)WPQ13�w?w��� �
?w��):-0/0OQq	>213�8U�� ��) UK) 1"�:>0- FI):OQ1I>0)D�


 P{) 13�:� 1 +.>2� � O�M�� 1I):?eO�H21I)*PQ13�A) 13V,/21I) V /213�#1IH_�,+.?wF313�*� >0)APQ13�g?w��� �8O�HKh2H0OQ�*q	>21
P � ��Ht�:) ��>0�G1��2-d+.):?eO�PQ13��E�),+.-0/213�8��90� 1IH_>2�*MeP �'+.OQU01$U01#�:),+.H2� UK>2VI� 1I>0) ���d� +.OQ�8+.>2� �:O
�:>0)�PQ13��P�OQ1IH2�gq_>0O{1nJKOQ�:� 1IH	�A1IH_�:) 1"V313��E�),+.-0/213�81I�gPQ13��E�),+.-0/213�AU01fP�+e/0OQFI),+.) V /0OQ1��

� H -�1I>0�#U0��H2V��G��O�)"q_>21$? �I?w1e�:O~U013�f-0) 1I?eOQ1I) �#) F3� >0P��,+.� �#��H FI� Fw+.-0- ��):� F3���
O�P�) 13�:� 1#90OQ1IHtU013�g- ��� �:O�90O�P�O�� F3�AU01f) 13V /21I) V /21��

�f1g-0P�>2���	P � FI�:>2U018U013��?w��� �[O�HKh2H0OQ��HT� 13�:�pq	>T� >0HW-0) 1I?eOQ1I)�-d+�� U2+.H2��P�+"V3��?e-0) F�	
/21IH	�:OQ��H�U013��lm+.?eO�P�PQ13�gU013�gE�),+.-0/213�AUK>tH0O��G1D+.>

2 
 1I�A-0P�>2� � U01#P�+N/0OQFI),+.) V /0OQ1��



� ��� �	�������!
�� �����

� ��� 5�C�� �$� ��� V,/0O � � Ho+tU013VIOQ�:OQ��Ho?w1I�:/2�_U�O�H�) 13�:�:):OQVI� 13Uo� 13V3��H2U���) U01I)�+.):O��:/�	
?w1I�:OQV�� � 8"� ! c � 57# c � �65*168F�<,�, �?5[�d�F16%P!.@ � �$#�Q�� (i�6CD�F1��[/65l( � Q�% CD� ,$�<HRQ �
�9' � !4%0�.57!<� �2-d+.EG13� � �������T�Du�5�CK�

� �p+.>du�%��e���K�p+.>2VD+.P � � % ,<%�=]B�CD/?#&%&�?53�9'A!��65R#:� �?#&` '<8F�F�g168"/6=�=>/68�,_/657(j�9'^H7B*,�Q�(����W5
/6BI#0�6=>/?#0/ �K�G��P�>0?w1"%�6N�.l � � (�/6C C ��16%&!]/657(AH78"� !��<,<,L/6C 1*� �.8"/ ��� � s 
�sT13V�	
�:>0) 1 � ��� 13��� � �,+.HKly��) U��{�Du�u�%K�

� �p+.>du�5��e�����p+.>2VD+.P � � H O�HKh2H0O�� 1��:),+.H2�:O��:OQ��H�E�),+.-0/2��/d+3� O�H0Ef+8U013VIOQU2+.90PQ1 ?w��Hd+�UKOQV
�:/213��) �G� 
 H � � � � � � � � �K�G��P�>0?w1w�DC�u�ue�.l � � � � �_-d+.EG13� �Du.= � &�C�%��T�Du�u�5K�

� �p+.>dC�&��e���_�p+.>2VD+.P � � HwO�HKh2H0O�� 1g� 1I):?w��/d+3� O�H0EN+"U013VIOQU2+.90PQ1g?w��Hd+�UKOQV8�:/213��) �G� 
 H
��� � � � 
 � �_-d+.EG13�f��u �����D%K� � -0):O�H0EG1I)�� 1I):P�+.E ��&�C�C�&K�

� � ��>du�C�� � ��� ��>0) V31IP�PQ1��o(f),+.-0/ ) 1I��):O��:O�H0E n�+.Hi+.P�EG1I90),+.OQVt+.H2UoPQ��E�OQV�+.-0-0) �G+�V,/T�
� /65l(��"� ��� �"' � � � � � n��Du�6 � &.=	&��T�Du�u�CK�

� �
	�u�<�� � ��� ��>0) V31IP�PQ18+.H2U 
 ��	�+.P�>
�_OQ1I��OQV��G������Hd+�UKOQV��,13V3��H2U 	 ��) U01I) PQ��E�OQV���E�),+.-0/
V3�D�G1I):O�H0EG�N+.H2U >0HKly��PQUKO�H0EG� �.l��:),+.H2�:O��:OQ��H]� �K�:� 1I?w�D�

 H � 5R57/6C ,��9' � B�8"�
/657( � HiHlC %0�"(>� ��16%&! �T�Du�u�<K�

���f+.) ��<����vOQV,/d+�1IPN7N���f+.):):OQ� ��HT� � 5R#&8"� (6BE!$#&%P�65 #0� � �68.=>/6C � /65�16BI/ 1�� � QI�"�68 � �
7�U0UKOQ� ��H�	�	]13�:PQ1 ���~>090P�OQ�:/0O�H0E�� ��?e-d+.H � ���DuG��<K�

���*jf��u����G��/0H �g���*��- VI) �.l��p+.H2U��G1�� ) 1 �@���	j8P�P�?@+.HT� � 5R#&8"� (6BE!$#&%&�?53#0� � BI#0�6=>/?#0/
� QI�"�68 � @N�d/65*16BE/ 1��.,�@Y/657( � �6= H7BI#0/?#&%P�65 �87�U0UKOQ� ��H�	�	]13�:PQ1 � �~>090P�OQ� /0O�H0E
� ��?e-d+.H � ���DuG��uK�

���fPQ1D%�5�� � ���*���fPQ131IH21�� �81I-0) 13� 1IH	�,+.�:OQ��H �.l 1I�G1IH	� �8O�HvH21I):�G1$H21I� �8+.H2U�h2H0O�� 1N+.>�	
� ��?@+.�,+K��
 H � c � c � Q�/65O5l�65b/65l(�� c � ! � /684#�Q � @ � 5O57/6C ,Y�9' � /?#�QE�.=>/?#&%&!4,
� #&BE(6%P�., �0-d+.EG13�A6 �	=2�����~):O�H2V31I� ��H��{�Du�%�5K� �~):O�H2V31I� ��H�j8H0O��G1I) �:O�� ���~) 13�,�D�

� � � <�%�� ���	��>0P�PQ1I) +.H2U ��� � V,/	>0-0-T��Sp/21g�:/213��) �w�.lT1IH2U0���G-0>2� /2U0�D��H�+.>0� ��?@+.�,+��
+.H2Uo�,13V3��H2U 	 ��) U01I)NPQ��E�OQV�� � QI�"�?8"�4#&%P!F/6C � �6= H7BI#:�.8 � !4%0�.57!�� �~6G� n'%K� �K��%��
�Du�<�%K�

� �~):O�C�C�� ��/0):OQ�:� ��-0/21 �~):OQ1I>0)D� � �657! #&%&�65O,
89/i#&%&�65R5l�.C�CD�<,j(��]=>�?#�,
%�5 MN5R%;,]�4#e!F�?5R#&% `
5OB�%�#:2 � �~/2�r�:/213�:OQ���2s 
 7*c 7 	 ��+.):OQ��� 
�
 �0&�C�C�CK�

� �*+.9d5�u�� �o� �*+.90O�HT�e�f13VIOQU2+.90O�P�O�� �]�.l�� 13V3��H2U 	 ��) U01I)"�:/213��):OQ13� +.H2Uo+.>0� ��?@+.�,+t��H
O�HKh2H0O�� 1"�:) 1313�D� � 8"/65E, c�� =G�.8 c � /?#�Q c ,4� ! c ���I=2�>n�� � 6�%��T�Du�5�uK�


