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Introduction

Les graphes sont des structures bien connues et trés utilisées dans de nom-
breux domaines de 'informatique. A ’aide de transformations, il est possible
d’engendrer, & partir d’une famille connues de graphes, une nouvelle famille
de graphes. Au cours de ce stage de master, nous nous sommes intéressés a
la hiérarchie de graphes définie par Caucal, & partir de deux transformations
qui ont la particularité de préserver la décidabilité de la logique au second
ordre monadique.

Cette hiérarchie est donc particuliérement intéressante, car des propriétés
telles que 1’accessibilité d’'un sommet ou ’existence d’un chemin infini sont
décidables.

Mais les différentes familles de graphes que 1’on y trouve sont mal connues.
Le niveau 0 est la famille des graphes finis, et le niveau 1 est la famille des
graphes dits préfixe-reconnaissables. Ces deux familles ont déja été étudiées
en détails, mais dés le deuxiéme niveau, on ne connait que peu de choses.

L’objectif de ce stage était donc d’étudier ces niveaux, et plus précisément
les mots infinis que l'on peut y trouver. En effet, les mots infinis sont parmi
les graphes les plus simples que 1’on puisse rechercher dans ces familles, mais
ils sont un premier pas vers une meilleure compréhension de la hiérarchie et
donnent une base pour ’étude de graphes plus complexes.

Nous commencerons par une présentation des graphes, et de la logique au
second ordre monadique, puis de la hiérarchie en elle-méme, avant d’étudier
quelques mots infinis particuliers. Ensuite, nous verrons de maniére plus
précise le niveau 2 et les mots infinis qu’il contient, que nous essayerons de
caractériser. Nous terminerons sur une autre famille de graphes engendrés
par des transducteurs, qui est liée a la hiérarchie, et dont nous étudierons,
14 aussi, les mots infinis.



Chapitre 1

Définitions

1.1 Mots

L’objectif de ce stage étant de caractériser des mots, nous allons donc
commencer par les définir

Une letire est un élément d’un ensemble I' fini quelconque que 'on ap-
pellera alphabet.

Un mot fini est une suite finie quelconque de lettres dans I'. La longueur
d’un mot fini u est le nombre d’occurrences de lettres qui le compose et
sera notée |u|. Le mot vide est le mot de longueur nulle, que ’on notera €.
L’ensemble de tous les mots sur I' est noté I'*.

Un mot infini est une suite infinie de lettre; par convention sa longueur
sera notée w.

Exemple 1 Les suites de lettres abba et aaabb sont des mots finis sur l’al-
phabet contenant les lettres a et b. Le mot ababababab. .. est infini sur ce
méme alphabet.

Dans la suite, un mot sera toujours considéré fini sauf mention explicite
du contraire.

La concaténation d’'un mot fini v et d’'un mot fini ou infini v donne le
mot constitué des lettres de u suivies des lettres de v et se note u - v ou ww.

Exemple 2 Le mot abba s’obtient en concaténant les mots ab et ba. Le mot
abbaabababab . .. est obtenu en concaténant le mot précédent au mot infini
ababab . . ..

Le mot vide est 1’élément neutre de la concaténation : v- =¢-u = wu.
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On notera v, le mot constitué par la concaténation n > 0 fois du mot
fini u. On peut étendre cette notion aux puissances infinies : le mot u* est
le mot constitué de la répétition infinie du mot w.

Soit » un mot fini ou infini, si z et y sont deux mots finis et z un mot fini
ou infini tel que u = zyz, alors x, y et z sont appelés respectivement préfize,
facteur et suffize de u.

Exemple 3 Les mots abab, baba et bababab ... sont respectivement un pré-
fize, un facteur et un suffize du mot abababab. . ..

Un ensemble quelconque de mots est un langage. L’ensemble vide, noté
() est le langage ne contenant aucun mot.

Si I' et ¥ sont deux alphabets, on appelle morphisme une application §
de I' vers ¥* vérifiant :
d(u-v)=0(u)-d(v)

ce qui implique J(¢) = e.

A partir de ces quelques définitions nous allons pouvoir construire nos
premiéres familles de mots infinis.

Si v est un mot fini, le mot infini w = v* est un mot périodique. Si u et
v sont deux mots finis, alors le mot infini w = wwv* est un mot ultimement
périodique.

Soit I" un alphabet, un mot morphique est un mot de la forme :
o(t¥(a)) = o(aur(u)...7(u)"...)
ou o et 7 sont des morphismes de I' dans I'* avec a € ' et 7(a) = au.

Exemple 4 Le mot infini ababab. .. est le mot ab®.
Le mot infini aabab®ab® . .. est le mot morphique obtenu & ’aide des mor-
phismes suivants :

c: Ar—e, ar—a, b—b
T: A— Aa, ar—ab, b— b

1.2 Graphes

Nous allons maintenant définir les graphes, qui seront les outils de base
de tous les travaux présentés apres.
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Définition 1.1 Un graphe étiqueté est un triplet (V, X, G) composé des trois
ensembles suivants :

— un ensemble V de sommets,

— un alphabet fini X3 d’étiquettes,

— un ensemble G CV x X x V d’arcs.

Quand V et X sont implicites, on assimilera le graphe a G. Un triplet
(s,a,t) de G est un arc de source s, de destination t et d’étiquette a, que
I’'on notera s %t ou simplement s — ¢ si G est implicite.

On notera Vi (resp. X) 'ensemble des sommets (resp. étiquettes) d’'un
graphe G.

Définition 1.2 Soit I' un nouvel alphabet de couleurs. Un graphe coloré,
est un graphe tel que G CV xT xV U I'x V.,

Un doublet (¢, s) de G est un sommet s, coloré par c.
Un graphe est fini si il a un nombre fini de sommets. Un graphe est déter-
ministe si deux arcs distincts de méme source ont des étiquettes différentes.

a

-/\- C .

1w~ -2 3
b

FiG. 1.1 — Un graphe étiqueté et coloré.

Exemple 5 Le graphe de la figure 1.1 est un graphe étiqueté sur ’alphabet
{a, b, c} et coloré sur ’alphabet {1, 2, 3}. Il est a la fois fini et déterministe.

Un chemin de s a t est une suite finie d’arcs (s,u1,$1) ... (Sp—1, Un,t)
dont la suite des étiquettes forment le mot u = wuy...u,, que 'on notera
S :(u;>t ou plus simplement s ==t si G est implicite.

Définition 1.3 Deur graphes G et G’ sont isomorphes si il existe une bi-
jection f de Vg sur Vg telle que :

Vs, t € Vg,Va €T, s%t — f(s)%f(t).

On appellera degré entrant (resp. sortant) d’'un sommet s le nombre
d’arcs aboutissants a (issus de) ce sommet. Le degré d’un sommet étant la
somme de ses degrés entrant et sortant.

Deux sommets s et ¢t d'un graphe G sont dit wvoisins si il existe une
étiquette a € X telle que l'on ait soit l'arc (s, a,t) soit l'arc (¢,a,s) dans
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G. Deux sommets sont dit comnectés si il existe dans G une suite finie de
sommets sy, ..., S, telle que les paires de sommets (s, s1), (sp,t) et V1 <14 <
n —1,(s;, si+1) solent connectés. Un graphe est dit conneze si toute paire de
sommets est connectée.

L’inverse d’un graphe G, noté G~ est le graphe :
G = {(t a, 5) [ (s, a, 1) € G}.

La distance entre deux sommets s et s de G notée dg(s, t), est la longeur
du plus court chemin allant de s & ¢ dans le graphe G UG ™1,

La restriction d’un graphe G, pa rapport a un sommet 7 et une distance
n, est le graphe :

Grn = {s-5t|s-5teG A dg(r,s) <n A dg(r,t) <n}.

L’objectif étant d’utiliser les mots pour caractériser des familles de gra-
phes, nous allons maintenant définir les relations entre certains graphes et
les mots.

Définition 1.4 Un graphe connexe fini dont tout sommet est de degré en-
trant 1 excepté un sommet s de degré entrant 0, et dont tout sommet est de
degré sortant 1 excepté un sommet t de degré sortant 0, représente le mot
fini u étiquetant le chemin s ==t. En particulier u = ¢ pour s = t.

On peut étendre la définition précédente aux graphes infinis.

Définition 1.5 Un graphe infini connexe dont tout sommet est de degré
entrant 1 excepté un sommet s de degré entrant 0, et dont tout sommet est
de degré sortant 1, représente le mot infini u étiquetant le chemin allant de
s et se poursuivant & l'infini.

Remarque 1 Par abus de langage, on utilisera le terme mot pour désigner
aussi bien la suite de lettres que le graphe qui la représente (a isomorphisme
pres) lorsqu’il n’est pas nécessaire de différencier les deuz.

1.3 Arbres

Nous allons maintenant définir une catégorie particuliére de graphes a
laquelle nous nous intéresserons particuliéerement dans la suite de ce rapport,
a savoir les arbres.



1.3 Arbres 9

Définition 1.6 Un arbre est un graphe connexe ayant un sommet de degré
entrant nul : sa racine, et dont tous les autres sommets ont un degré entrant
égal o 1.

Un arbre est fini si son graphe est fini. Un arbre est déterministe si son
graphe est déterministe.

F1G. 1.2 — Un arbre fini.

Exemple 6 Le graphe de la figure 1.2 est un arbre fini déterministe qui a
pour racine le sommet coloré par 1.

Tout sommet d'un graphe est appelé un neud. Tout neeud de degré sor-
tant 0 est une feuille. On appellera pére d’'un nceud s I'unique neeud qui est
source de 'arc qui a pour destination s (& l’exception de la racine qui n’a
pas de sommet pére) et fils d’un neeud s, tout neeud ayant s pour pére.

L’ensemble des descendants d’un noeud s, est I’ensemble des nceuds ¢ tels
qu’il existe un chemin de s & t. L’ensemble des ancétres d’'un noeud s est
I’ensemble des noeuds ayant s comme descendant.

Le sous-arbre d’'un noeud s est 'arbre restreint aux descendants de s.

Un prefize A’ d’un arbre A, est un arbre que 'on peut obtenir a partir
de A en supprimant un sous-ensemble de nceuds ainsi que tous leurs descen-
dants.

Définition 1.7 Un arbre est ordonné si pour tout neeud s, on dispose d’une
relation d’ordre sur les fils de s.

Sur un arbre ordonné, on dira qu'un neeud s est & gauche (resp. a droite)
d’un nceud ¢, si parmis leurs ancétres on peut trouver deux nceuds, s’ ancétre
de s et t’ ancétre de t, ayant le méme pere et tel que s’ soit inferieur (resp.
supperieur) a t'.

On peut étendre cette définition aux sous-arbres. Pour tout arbre or-
donné, on dira qu’un sous-arbre A’ est & gauche (resp. a droite) d’un sous-
arbre A”) si la racine de A’ est & gauche (resp. & droite) de la racine de
A",

On appellera branche gauche (resp. droite) d’un arbre ordonné le plus
petit ensemble de nceuds contenant la racine ainsi que le plus petit (resp.
grand) fils de chaque sommet de I’ensemble.
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La branche d’une feuille est le plus petit ensemble contenant cette feuille
ainsi que tous les sommets dont 'unique fils est dans cet ensemble.

Exemple 7 Sur larbre de la figure 1.2, le neeud de couleur 2 & pour pére le
neud de couleur 1 et pour fils les neeud coloriés par 3 et 4. Le neeud de couleur
4 est a gauche des neeuds de couleur 3. La branche gauche est constituée des
neeuds coloriés par 1, 2 et 3.

Ces définitions vont maintenant nous permettre de définir un mot d’un
arbre comme étant le mot de ses feuilles.

Définition 1.8 On appelle mot des feuilles d’un arbre ordonné A, soit le
mot vide si la branche gauche de A est infinie, soit le mot formé par la
concaténation de la couleur de la feuille la plus o gauche de A et du mot des
feuilles de ’arbre A privé de la branche de cette feuille.

Propriété 1 Soit A un arbre ordonné. Si il existe un sous-arbre infini A’
de A tel qu’il n'existe pas d’autre sous-arbre infini a gauche de A’ dans A,
alors le mot des feuilles de A’ est un suffize du mot des feuilles de A.

1.4 Automates

1.4.1 Awutomates généraux

Définition 1.9 Un automate est un triplet (G, I, F) composé de :
— un graphe G,
- un ensemble de sommets initiaux I,
— un ensemble de sommets terminaux F'.

Remarque 2 Pour les automates, on appelle les sommets du graphe des
états ; on parlera donc d’états initiauz et d’états terminaux.

Pour tout automate A de graphe G, si G est fini alors A est un automate
fini, si G est déterministe alors A est un automate déterministe.

Un mot u est reconnu par un automate A, si u étiquette un chemin sur
G partant d’un état initial et arrivant & un état final.

On appelle langage reconnu par un automate A, 'ensemble des mots
reconnus par cet automate.

Exemple 8 Pour le graphe de la figure 1.1, si l’on prend comme état initial
le sommet colorié par 1 et source de larc étiqueté par a, et comme état
terminal 'autre sommet coloré rar 1, on définit un automate reconnaissant
le langage a(ab)*c.
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Les automates permettent de définir des langages ou des familles de lan-
gages. On doit notamment le résultat suivant & Kleene :

Définition 1.10 ([Kle56]) Les automates finis reconnaissent ezactement
les langages réguliers.

Ce résultat met en évidence qu’il n’est pas possible de définir tous les
langages avec les automates finis. Ainsi le langage {a™b" | n € N} n’est pas
régulier. Nous allons voir qu’il est par contre possible de le définir a l'aide
d’un automates infini.

On appelle résidus & gauche d’un langage L par un mot fini u € X, le
langage : u" 'L = {v|uv € L}.

On peut maintenant, & 'aide des résidus a gauche d’un langage L définir
un automate A, fini ou infini, reconnaissant ce langage. On commence par
définir le graphe des résidus :

L= {w'L%Sw)™ LiueAaecXh
L’automate des résidus A, qui reconnait le langage L, est définit par :
A(L) = (L, {L}, {L' | ¢ € L'}).

Exemple 9 Le langage {a™b" | n > 0} a pour graphe des résidus le graphe
de la figure 1.3.

{a"bn} {anbn+1} {a"b"+2}
. a . a .

> - —— - — - - - >

.,

{e} {b}

F1G. 1.3 — Graphe des résidus de {a"d" | n > 0}.

1.4.2 Automates a pile

Nous venons de définir, a la fois des automates générauzx et une méthode
pour construire un automate déterministe reconnaissant n’importe quel lan-
gage. Mais les automates infinis sont des objets difficiles & manipuler et peut
utile en pratique. Nous allons donc rappeler une nouvelle famille d’automates
qui est plus puissante que les automates finis.
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Définition 1.11 ([Har78, HU79|) Un automate a pile est un quadrupplet
(Q, A, X, R) composé des ensembles suivants :

— un ensemble finis () d’états,

— un alphabet de pile A,

— un alphabet de bande X,

- un ensemble de régles R C Q x A X X x QQ x A*.

Une régle (p, M, a, q, N) est notée pM —2, ¢gN. Une configuration d’un

automate a pile est un couple (0, U) avec o € Q et U € A* ou o est I’état
courant et U le mot de pile de "automate.

Soit un automate A de configuration (o, U), avec U = Uy...U,, et une
régle r = pM -2 ¢N. La régle r est applicable sio = p,siU, = M
et si la lettre lue sur la bande est a. L’application de la régle r fait passer
lautomate dans la configuration (¢, Uy...U,—1N).

Un automate & pile reconnait le mot qu’il lit sur la bande. Un automate
peut reconnaitre sur pile vide, auquel cas lorsque la pile est vide le mot lu
est reconnu ; il peut aussi reconnaitre sur état final, auquel cas le mot lu est
reconnu si ’état courant est un état final, ou bien & la fois sur pile vide et
sur état final.

Ces automates nous apportent une puissance supplémentaire par rapport
aux automates finis; ils sont par exemple capables de reconnaitre le langage
{a™b™ | n € N} qui n’est pas régulier. Rappelons un résultat classique sur
les langage reconnus par les automates & piles.

Définition 1.12 Les automates a pile reconnaissent exactement les langages
algébriques.

Exemple 10 Le langage L = at{b"c" | n > 1} est reconnu sur pile vide
par Uautomate & pile de la figure 1.4.

A|pA—~pB  pB-qBC  ¢C-s¢q
pB - pB pBi»qC'
4B -2 ¢BC
qBLqC

Fi1G. 1.4 — Exemple d’automate & pile.



1.5 Transducteurs 13

1.5 Transducteurs

Nous allons maintenant définir une derniére famille de structures proche
des automates, a savoir les transducteurs. Ils n’engendrent pas directement
des mots, mais des graphes. Ces graphes pouvant étre des mots, ils est inté-
ressant de les étudier.

Définition 1.13 ([Pri00]) Un transducteur T est sextuplet (Q,I',%, G, I, F)
composé des ensembles :

— un ensemble fini d’états Q,

— un alphabet d’étiqueties T,

— un alphabet de sortie 33,

— un ensemble fini d’arcs G C Q xT'U{e} xT'U{e} x Q,

— un ensemble d’états initiaux I C @,

— un ensemble d’états finaur F C Q,

— une fonction terminale 6 : F — 3.

b
De méme que pour les graphes, une transition (p, a, b, q) sera notée p i q.

. . N N . u/v
On définit aussi, de la méme maniére que pour les graphes, un chemin p :/> q

avec u, v € I'™ comme suit :

ul/vl Un/vn
P——P1...Pn — qavec a=0(pn), U=1Ul... Uy €6 V="01...0Up.

Un transducteur T est dit synchronisé a gauche (resp. & droite) si pour
. u/v . . ) )
tout chemin p==-g¢, il existe 0 < m < n tel que Vi < m,u; # ¢ A Vi >

m,u; = €. (resp. Vi <m,v; #e AVi>m,v; =¢)

a/A\. /ALA\\ . e/B

\/
B/B

FiG. 1.5 — Un transducteur synchronisé & gauche.

Les transducteurs vont nous servir a définir des familles de graphes. Nous
allons donc maintenant présenter comment un transducteur caractérise un
graphe.

On dit qu'un arc s — ¢ d’un graphe G est reconnu par un transducteur

t
T s'il existe un chemin sur p% g allant d’un initial p & un état final ¢ tel
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que 4(q) = a.
Ceci nous améne & la définition suivante d’un graphe engendré par un
transducteur.

Définition 1.14 Un graphe G est engendré par un transducteur T si T re-
connait exactement les arcs de G.

Exemple 11 Le graphe de la figure 1.6 est reconnu par le transducteur de
la figure 1.5.

F1G. 1.6 — Un graphe synchronisé.



Chapitre 2

La hiérarchie

Nous allons maintenant pouvoir définir des familles de grahes infinis et
leurs propriétés avant de voir pourquoi ces graphes sont intéressants. Nous
présenterons enfin la hiérarchie de graphes, et les familles qui ont été étudices
durant ce stage.

2.1 Familles de graphes infinis

2.1.1 Une premiére famille de graphes infinis

On peut maintenant présenter une premiére famille de graphes infinis,
qui va représenter les exécutions possibles des automates a piles.

A partir des automates a pile, Muller et Schupp ont défini en 1985 [MS85]
la famille des graphes des automates & pile, qui & chaque automate & pile
associe le graphe suivant :

G(A) ={ pUW == qVW | (pU ——qV) e ANW € P*}.

De plus, tout graphe d’automate & pile est de degré borné : il éxiste une
borne sur les degrés des sommets. Remarquons une autre propriété de base.

Propriété 2 Tout graphe d’automate a pile n’a qu’un nombre fini de com-
posantes connezes (4 isomorphisme pres).

Pour pouvoir inclure aussi les graphes finis, on introduit la notion de
restriction rationelle sur les graphes. Soit G(A) le graphe d’un automate a
pile et L € Rat(QP*) un langage rationnel. On appelle G(A)|, le graphe
restreint au langage L :

GA) = (PUW -5 qVW | (pU-5 qV) €A A W e P* A
pUW,qVW € L}.

Par restriction rationnelle, on peut isoler une composante connexe.
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Propriété 3 Les restrictions rationnelles des graphes des automates a pile
qui sont connezes sont exactement les composantes connexes des graphes des
automates a pile.

On peut ainsi donner le graphe de ’automate de la figure 1.4 :
- pA - pAC

Fia. 2.1 — Graphe de 'automate a pile de la figure 1.4.

2.1.2 Graphes réguliers

Nous allons maintenant définir une autre famille de graphes, en utilisant
une approche géométrique. Puis nous montrerons les liens entre cette famille
et la précédente.

La récriture de graphes nous donne une autre maniére de définir des
graphes infinis. Elle consiste & généraliser la récriture de mots aux graphes,
et permet a l'aide de grammaires de graphes d’engendrer des graphes infinis,
appelés graphes réguliers ou HR-équationnels [Cou90|.

On cherche & définir des graphes a 1’aide de systémes de récriture. Soit N
un nouvel alphabet. On appelle hyperarc terminal (resp. non-terminal) un
arc étiqueté par une lettre de ¥ (resp. N). Une régle de récriture associe a
un hyperarc non-terminal un hypergraphe (composé d’hyperarcs terminaux
et non-terminaux).

En partant d’un hypergraphe axiome, un pas de récriture consiste a rem-
placer dans le graphe, un hyperarc non-terminal par I’hypergraphe corres-
pondant.

La grammaire de la figure 2.2 engendre & partir de ’hyperarc A le graphe
de la figure 2.3.
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b . b PO
va
-
a . —
l d
&
a7

FiG. 2.3 — Graphe engendré par la grammaire précédente.

A partir d'un graphe fini, appelé axiome, une grammaire de graphes
engendre par récritures paralléles itérées un seul graphe a isomorphisme pres,
appelé graphe régulier.

Une composante connexe H de G, est frontiére isomorphe & une com-
posante connexe K de G, , s’il existe un isomorphisme f de H sur K tel
que d(v,t) =m <= d(v, f(t)) = n pour tout t € V.

Un graphe connexe est finiment décomposable par distance & partir d’un
sommet s si il n’a qu'un nombre fini de composantes connexes & frontiére
isomorphisme prés sur les G, pour tout n > 0.

0 1 2 3
/ / / /
/ a / a / a /
/ -l > 2 >
s /
7 7 / /
e e 7 7
7 7
b ’ b ’ b
7/ 7/
7 7
e Ve
7 7
“4 S — & - — - >
~ P
b b

Fi1G. 2.4 — Graphe finiment décomposable par distance.

Si un graphe est finiment décomposable & partir d’'un sommet, alors il
est finiment décomposable & partir de tout sommet.

Propriété 4 ([Cau95|) Un graphe est régulier si et seulement si il n'a
qu’un nombre fini de composantes connexes & isomorphisme prés, et que
chaque composante est finiment décomposable par distance.

On peut maintenant faire le lien avec les graphes des automates a pile a
I’aide du résultat ci-dessous.
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Propriété 5 Toute composante connexe d’un graphe d’automate a pile est
un graphe régulier.

Nous sommes en mesure d’énoncer un résultat essentiel, di & Muller et
Schupp.

Théoréme 2.1 ([MS85]) Les restrictions rationnelles des graphes des au-
tomates a pile sont, a isomorphisme prés, les graphes réguliers de degré borné.

2.1.3 Graphes préfixe reconnaissables

Un systéme de récriture de mots avec étiquetage, est un systéme de regles
de la forme : U % V avec U,V € N* et a € T. Le graphe des récritures de

Rest {gUd % gVd | U%V/\g,deN*}.

Le graphe de récriture préfize de R (ou graphe préfize-reconnaissable) est
le graphe {Ud-*Vd | U % V Ad € N*}. IIs sont liés aux autres familles

de graphes par les propriétées ci-dessous.

Propriété 6 On a équivalence entre
les composantes connexes des graphes de récriture préfize,
les composantes connexes des graphes des automates a pile,
les graphes régquliers connexes de degré finis.

Propriété 7 ([Cau95]) On a équivalence entre
les restrictions rationnelles des graphes de récriture préfize,
les restrictions rationnelles des graphes des automates a pile,
les graphes régquliers de degré finis.

2.2 Théories logiques

Nous venons de definir des familles de graphes infinis dont une famille
représentant les exécutions des graphes des automates a pile. Il est intéressant
de pouvoir vérifier des propriétés dessus. Nous allons ici définir une logique
qui nous permettra d’exprimer ces propriétés.

On cherche a vérifier des propriétés sur les graphes que l'on vient de
définir. Pour cela, on va définir des formules logiques permettant d’exprimer
ces propriétés. Il faudra ensuite décider de la véracité d’une formule ¢ sur un
graphe G. Dans un premier temps, nous allons définir la logique au premier
ordre. Mais celle-ci étant de faible puissance, nous 1’étendrons ensuite a la
logique au deuxiéme ordre monadique.
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2.2.1 Logique au premier ordre

Soient V un ensemble dénombrable de variables de sommets : x,y, 2, . ..
et ¥ un alphabet. La logique au premier ordre a deux formules atomigques :
I'égalité = = y et Iexistence d’un arc z — 1y, ot @ € ¥ est une étiquette. On

construit ensuite I’ensemble des formules F 4 1’aide des connecteurs logiques
V, = et d selon les régles suivantes :
toute formule atomique est une formule,
si p et Y sont des formules alors ¢ V ¢ et = sont aussi des formules,
si ¢ est une formule et z est une variable alors Jdz.¢ est aussi une
formule.
L’ensemble des variables libres d’une formule ¢ est défini par les régles sui-
vantes :

Libre(z) = {z}

Libre(x =y) = {x,y}

Libre(z 5 vy) = {z,y}

Libre(p V1) = Libre(yp) U Libre(v)

Libre(—yp) = Libre(p)

Libre(3x.p) = Libre(p) — {z}

Soit ¢(z1,...,xy,) la formule ¢ ayant z1,...,z, comme variables libres.

On va chercher & interpréter ¢ sur un graphe G a ’aide du systéme de régles
ci-dessous : pour x,¥, x1,...,ZT, des variables de la formule et s,t,s1,...5,

des sommets de G,

lsis=t
[Z’<—S,y<—t] (x_y) - OSinOH
a 1sis—t
[ —sy—tl(x—y) = G
0 sinon
[o](eVy) = ol (p) Vo] (¥)
o] (=¢) = (o] (¥))
B 1sids € V(G) [o,2 < s](¢) =1
o] Q) = 0 sinon
avec :
g = I1 < 81y...,Tp < Sp,
Of = gy = Sigyeeo, Ty, — 55, 1 < - <ipet {@y,..., 2, } = Libre(yp)
Oj = Ty Sjye. T, — 85, g1 <o < Jg et {xi,... x5} = Libre(s).



20 La hiérarchie

On note G = ¢(s1,...,Sy) le fait que G vérifie la formule ¢ :
[T1 «— S1,...,&pn « Sy = 1.

On définit 'ensemble des instances positives d’une formule sur un graphe
par :

le(z1,. . xn)]a ={(s1,...,80)[81,. -y 80 EVGAG = @(s1,...,80)}

Si on se restreint aux formules closes (ou énoncés), c’est-a-dire les for-
mules ¢ telles que Libre(y) = &, alors on a :

[[SD]]G:{ {0} siGEe

%) sinon.

La logique au premier ordre permet de vérifier des propriétés locales sur
les graphes. Par exemple, il est possible de vérifier que tout sommet est source
d’un arc étiqueté par a avec la formule V&, Jy, ©—— .

2.2.2 Logique au second ordre monadique

La logique au premier ordre est limitée aux propriétés locales. Pour pou-
voir exprimer des propriétés telles que [’accessibilité, il est nécessaire de
l’étendre. La logique au second ordre monadique introduit des variables d’en-
sembles de sommets et permet de vérifier des propriétés globales sur le graphe.

On la définit en ajoutant & la logique du premier ordre des variables
d’ensembles : X, Y, ..., un axiome d’appartenance : x € X qui vérifie que la
variable de sommet x appartient a ’ensemble X de sommets et la régle de
construction de formules :

si X est une variable d’ensemble et ¢ une formule alors 3X.p est une
formule.
L’ensemble des variables libres d’une formule est définie de la méme maniére
que pour une formule du premier ordre.
On peut alors exprimer ’accessibilité comme suit :

Ferme(X): VaVy(re X Na —y=y € X)
r—"y: VX((x € X ANFerme(X)) =y e X).

On appelle théorie monadique d’un graphe G, ’ensemble des formules
closes satisfaites par G :

ThM(G) ={p | Libre(p) = I NG | p}.

Le premier résultat de décidabilitée de la logique au second ordre mona-
dique sur les graphes est di & Biichi.

Définition 2.1 [Bi60] La demi-droite a une théorie monadique décidable.
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Ce résultat est génralisé par Rabin & ’arbre binaire complet :

Définition 2.2 [Rab69] L’arbre binaire complet a une théorie monadique
décidable.

Ce résultat a été étendu par Muller et Schupp au graphes des automates a
pile en 1985.

Définition 2.3 [MS85] Les graphes des automates & pile ont une théorie
monadique décidable.

A partir de ces premiers graphes ayant une théorie monadique décidable,
on va chercher & obtenir des familles génfales de graphes & l’aide de trans-
formations préservant la décidabilité.

Une interprétation monadique est une transformation logique qui a partir
d’un graphe G fait correspondre un graphe I(G) = {s =t | G |= I,(s,1)}
avec Va € T, I,(x,y) est une formule monadique ayant deux variables libres
de sommets.

Pour un graphe coloré, on étend la définition : I(G) = {s ——t | G =
I,(s,t)} U{es | G = I.(s)} avec Ve € T',I.(x) est une formule monadique
ayant une variable libre de sommet.

Propriété 8 Soit G un graphe ayant une théorie monadique décidable et
I une interprétation monadique. Le graphe I(G) a une théorie monadique
décidable.

2.3 Transformations de graphes

Nous venons donc de présenter une famille de graphes sur laquelle il
est possible de décider des formule logiques monadiques. Ces formules nous
permettent aussi de définir de nouwveauzr graphes infinis sur lesquels nous
pouvons toujours décider de ces formules. Mais une autre approche, plus
structurelle, va nous permettre de définir une infinité de familles de graphe
infinis, tout en concervant cette décidabilité.

Une application rationnelle inverse est une transformation qui & un gra-
phe G fait correspondre le graphe S(G) = {s =t | Ju € Sa,s:gﬂ} avec

Va € X, 5, € Rat(X*).
Afin de pouvoir suivre les arcs en sens inverse, on ajoute les étiquettes
inverse sur les arcs. On se donne un nouvel alphabet ¥ = {a | a € X}

en bijection avec . Une transition de la forme s — ¢t signifie que t — s

est un arc de G. On étend alors la définition d’un chemin s ==t aux mots

u € (ZUX)*.
On redéfinit alors les applications rationnelles inverses en utilisant les
étiquettes inverses ainsi que les couleurs : Va € ¥, 5, € Rat((XUX UT)*).
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Cette transformation est une interprétation monadique, et préserve donc la
décidabilité de la théorie monadique du second ordre.

Une application finie inverse est une transformation similaire & la précé-
dente, a la différence que ’on utilise les langages finis & la place des langages
rationnels : VYa € X, S, € Fin(¥*).

Propriété 9 ([Cau96]) L’application rationnelle inverse et l’application fi-
nie inverse sont des interprétations monadiques, et préservent donc la déci-
dabilité de la théorie monadique du second ordre.

Le dépliage d’un graphe G & partir d’'un sommet r, est ’arbre de tous les
chemins partant de r sur G. Ainsi Uz —— Uzxay est un arc du dépliage de G

si x%y est un arc de G et U € (VgXg)*.

a
Dep(G,r) = {rairi...aprp—rairi...apTnani1Tns1 | n >0 A
a1 Qan An+1
r—mry... ?'I"n ?Tn+1}.

Si le graphe G est déterministe on peut le simplifier en :

Dep(G,7) = {u—%ua | Ht,r%t}

T .7
S - -ras
{C / \
t - rasbr - rasct

FiG. 2.5 — Graphe et son arbre de dépliage & partir du sommet 7.

Contrairement & ’application rationnelle inverse, le dépliage n’est pas
une interprétation monadique. Mais la décidabilité de la théorie monadique
reste préservée.

Définition 2.4 (JCW98]) Le dépliage est une transformation de graphes
qui préserve la décidabilité de la logique du second ordre monadique.
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L’e-cloture d’un graphe coloré pour une étiquette e € T' et une couleur
# el est:

e*ae*

(e, #)-cloture(G) = {s——t|aeS—{e}As = tAH#s,#t € G} U
{fs|fseGAF##).

Définition 2.5 L’z-cloture est une application rationnelle inverse et pré-
serve donc la décidabilité de la théorie monadigue.

2.4 La hiérarchie

Les transformations précédentes vont maintenant nous permettre de dé-
finir la hiérarchie de graphes infinis qui est étudiée dans ce stage.

L’application de la transformation Rat~! & la famille des arbres finis, nous
donne les graphes finis. Si ensuite on applique le dépliage au graphes finis,
on obtient une nouvelle famille d’arbres : les arbres réguliers de degré fini.
Ces deux transformations appliquées I'une aprés ’autre de maniére répétée,
nous permettent de définir la hiérarchie de familles de graphes [Cau02] de la
figure 2.6.

Arbreg Grapheg
Rat™! )
Arbres finis Graphes finis
Inter-Mon
Dep
Arbreq Graphey
Arbres réguliers Rat™! Graphes préfixe-

de degré fini Inter-Mon reconnaissables

m E—clotu/

Graphe des automates

Dep

Arbresy Graphes

Arbres algébriques Graphes de niveau 2

Inter-Mon

Fi1G. 2.6 — Une hiérarchie de graphes.

Les familles de graphes obtenues par Rat~! ou par interprétation mona-
dique sont closes par ces deux transformations. Il est possible d’engendrer
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les graphes des automates & pile & partir des arbres réguliers de degré fini,
en utilisant la transformation Fin~!. On obtient ensuite les graphes préfixe-
reconnaissables 3 1’aide de ’e-cloture.

Une transformation % : G — G* est monadique compatible si on peut
transformer toute formule monadique close ¢ en une autre formule ¢*, de
sorte que G* = ¢ <= G = ¢*. Une transformation monadique compatible
préserve la décidabilité de la théorie monadique : ThM (G) décidable —-
ThM (G*) décidable.

Les transformations vues précédemment (interprétation monadique, dé-
pliage, ...) sont toutes monadique compatible. Il est donc possible de décider
une formule logique au deuxiéme ordre monadique sur n’importe quel graphe
de la hiérarchie.



Chapitre 3

Mots 1nfinis dans la hiérarchie

Awvant de nous intéresser o des familles générales de mots infinis, nous
allons commencer par situer dans la hiérarchie quelques mots infinis parti-
culiers.

3.1 Mot de Champernowne

Le mot de Champernowne est la concaténation de tous les entiers, pris
dans l'ordre, de 0 & l'infini : 012...91011...1920.... Dans la suite nous
utiliserons la notation en base 2, mais la preuve se généralise dans toutes les
bases.

On part du graphe G suivant :

b b
%'/l\l»/l\l ,,,,,, .
o~~~

On a G € Graphe;. On prend r la racine de G, et on construit le graphe
H = g~ Y(Dep(G,r)) ol g est 'application rationelle suivante :

a+—a ; 1 —1
b—Db ; 0+~ mnd (Vn € {0, 1})
fef o e f
V—b ; n—m (Vn e {0, 1})

Donc H € Graphes et nous construisons le graphe K = h~!(Dep(H, 1))
ol h est ’application rationelle suivante :

a — abOffo

b —  fFIO0D)0*fF(0 + 1)
0—

1 - 1
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suivie de :

0 — 000(b + 00 + 11)
1+ 1T1(b + 00 + 11)

On obtient K € Graphes et K est le mot de Champernowne.

3.2 Mot de Liouville

Le nombre de Liouville est défini par [ = > °° 107" = 0.11000100.. ..
Nous appellerons mot de Liouville la partie décimale de ce nombre. Son ™€
caractére est un 1 si ¢ est la factorielle d’un entier.

Le nombre de 0 entre le n°™¢ et le n+1"¢ 1 est égal a: (n+1)!—n!—1 =
nn! — 1. Nous allons utiliser cette propriété pour montrer que le mot de
Liouville est au niveau 3 de la hiérarchie.

On part du graphe G suivant :

l J J J
Tk o+ kb ok
1 (3 2 2
a a ! a a .
b b lb b b
Y ! ' ' !
d d d
f e c c c

On a G € Graphe;. On prend r la racine de GG, et on construit le graphe
H = g~ Y(Dep(G,r)) ol g est 'application rationelle suivante :

ar—a ; d—d s J =
— b e edbi ; k— k
s e ;e
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suivie de :
a—a

b—b

cr—c

d — dcc + deedc

e — ¢dc + dcede + bbe

fef

g -

k— kjj + Ekllkj

| — jkj + jed babd*e + ebab
Donc H € Graphes et nous construisons le graphe K = h~(Dep(H, 7))
ol h est ’application rationelle suivante :

a +— a
b — écie(j + D*f +
f+ k) kG + D°f +
70 + k)*ee + d)ed(c + e)*(j + D*f
f = f+ k)*E + d*bble + d)*( + k)*ff
suivie de : _
0 — bbb
1— ffbab

On obtient K € Graphes et K est la partie décimale du nombre de Liouville.

3.3 D’autres mots infinis

Nous venons de montrer que deux mots infinis particuliers sont dans la
hiérarchie. Mais cette maniére d’explorer les différents niveaux est fastidieuse
et impose de connaitre a l’avance le mot recherché. Il n’est actuellement
pas possible de caractériser de maniére globale 'ensemble des mots infinis
présents & un niveau de la hiérarchie.



Chapitre 4

Arbres algébriques et mots
infinis

Nous disposons maintenant d’une hiérarchie de familles de graphes sur
lesquelles la logique monadique est décidable. Mais seuls les niveaux 0 et 1
sont bien connus. Nous allons donc ici étudier le niveau 2, qui est peu connu,
et pour cela nous nous intéresserons au mots infinis, qui sont les graphes les
plus simples & étudier, mais qui vont poser des bases pour une étude plus
compléte.

4.1 Grammaires de termes

On a vu qu’au niveau 1 de la hiérarchie, les graphes des automates a pile
sont engendrés par les grammaires de graphes. Au niveau 2 de la hiérarchie,
on a la famille des arbres algébriques (treesy) qui est obtenue par dépliage
des graphes préfize reconnaissables. On va présenter ici une autre forme de
grammaire qui engendre cette famille.

Les graphes au niveau 0 de la hiérarchie sont les graphes finis, les mots
de ce niveau sont donc les mots finis. Au niveau 1, les mots que l'on obtient
sont des graphes réguliers. Ils sont finiment décomposables par distance, et
donc ultimements périodiques.

Définition 4.1 Soit un alphabet ¥ et une relation d’arité 6 : X — N. Un
terme est un mot de X* de la forme ft1... 155 ot f € X et t1,...,l5)-

On appellera terme constant un terme réduit & un élément de > d’arité
nulle. Un terme v est un sous-terme d’un terme w si v est un facteur de u.

Définition 4.2 Soientt,tq,...,t, des termes et x1,...,x, des termes cons-
tants. La substitution t[zq « t1,...,x, «— t,] défini le terme t dans lequel
on a substitué a chaque occurences de r1,...,x, le terme t1,...,t, corres-
pondant.
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Définition 4.3 Un terme t sur un alphabet 3 peut aussi étre vu comme un
arbre ordoné, coloré sur ¥ :
- si t est constant, son arbre est réduit a un seul sommet coloré part,

— sinont est de la forme ft1 ... 155 avec f € X etly, ... L5 des termes
et son arbre a pour racine un sommet étiqueté par f, et qui a comme
arbre-fils les arbres de t1,...,t50,) dans Uordre.

Remarque 3 Par la suite, un terme sera indifféremment vu comme un mot
ou un arbre. On ne précisera que si le contexte n’est pas explicite.

Définition 4.4 Une grammaire de termes H est un quintuplet (X, N, d, R, S)
composé des ensembles suivants :

— un ensemble de terminaux 3,

— un ensemble de non-terminaux N,

- une relation d’arité 6 : N — N,

— un ensemble R de régles de la forme Px17,,,7$5(1)) — t avec :
— P € N un non-terminal d’arité 5(P),
- X = {%1,...,z5p)} un ensemble de variables distinctes et d’arité

nulle,
— t un terme sur l'alphabet N UT U ¥,
- un axiome S € N d’arité nulle.

Par la suite, pour toute régle » € R, on notera

— N(7) le non-terminal partie gauche de r,

— T(r) le terme partie droite de r,

— 7| I'ensemble des terminaux étiquetant T(r),

— 7| I'ensemble des non-terminaux étiquetant T(r).

Définition 4.5 Pour tout terme t = Pty...t5p) ot P est un non-terminal,
on dit que t est un appel a P et que les termes t1,...,t5p) sont les para-
métres de cet appel.

L’application d’une régle de récriture » € R & un terme ¢ consiste a
substituer a ¢, un sous-terme ¢’ de ¢ qui est un appel a N(r), par le terme
T(r)[x1 < p1,..., @y < pp] avec py, ..., py, les parameétres d’appel de ¢'.

Définition 4.6 La récriture paralléle sur un terme t consiste a récrire tous
les non-terminaux de t.

Il nous reste maintenant & définir I’arbre engendré par une grammaire de
terme.

Définition 4.7 On appellera la cime d’un arbre A représentant un terme,
le plus grand sous-arbre de A qui contienne la racine de A et tel que tout
sommet étiqueté par un non-terminal soit une feuille.

On appellera la cime stricte d’un arbre A représentant un terme, la cime
de A privée de ses sommets étiqueté par un non-terminal.
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Définition 4.8 On dit qu’un terme t est inclus dans un terme t' si la cime
stricte de l’arbre de t est un sous-arbre de la cime stricte de l’arbre de t'.

Propriété 10 Pour t un terme et t' le terme t obtenu aprés un pas de ré-
criture on at C .

Définition 4.9 Un arbre A est une extension d’un terme t si la cime stricte
de l’arbre de t est un sous-arbre de A.

L’union d’une série de termes t1,...,t, est le plus petit arbre A qui soit
une ertension de chacun des termes t1,...,t,.

Définition 4.10 On définit I’arbre engendré par une grammaire de termes
comme étant l'union de la suite croissante éventuellement infinie de termes
t1,ta,... telle que t1 = T(S) et pour tout i, t;11 est le terme obtenu par de
récriture paralléle o partir de t;.

Afin de s’assurer que ’arbre engendré existe, on utilisera des grammaires
en forme normale de téte.

Définition 4.11 Une grammaire est en forme normale de téte si pour toute
régle r € R, T(r) n’est pas un appel.

La propriété suivante nous assure que I’on pourra toujours se ramener &
une telle grammaire.

Propriété 11 Toute grammaire de termes peut-étre mise en forme normale
de téte.

Preuve : Pour chaque régle r d’une grammaire de termes H, si r n’est pas
en forme normale de téte, alors :

— soit T(r) est une variable, il suffit donc de récrire toutes les occurences
de N(r) dans la grammaires,

— soit la racine de T(r) est coloré par un non-terminal, et dans ce cas, soit
par récriture paralléle on se raméne & une régle en forme normale de
téte, soit ce n’est pas possible, auquel cas cette régle ne peut engendrer
un arbre, on la remplace donc par la régle N(r) — «.

O

Remarque 4 La propriétée précédente implique que ’on accepte qu’une gram-
maire de termes qui n’engendre pas d’arbre soit transformée en une gram-
maire réduite ¢ un ariome S — €.

Propriété 12 Les grammaires de termes engendrent exactement les arbres
algébriques qui sont des termes.

Remarque 5 Par extension, on appellera mot des feuilles d’une grammaire
le mot des feuilles de I’arbre engendré par cette grammaire.



4.2 Forme réduite des grammaires de termes 31

4.2 Forme réduite des grammaires de termes

Etant donné que ’on ne s’intéresse qu’au mot des feuilles de ’arbre en-
gendré par une grammaire de termes, il est possible de simplifier celle-ci, et
de la mettre sous une forme qui va nous permettre de dégager plus facilement
le résultat que l’on souhaite obtenir.

Exemple 12 Soit la grammaire suivante :

S +— kcQab

Q+— fcPxixoUa
U~ hxlle

V +— ghabxixo
P— g$1$20$1$2
O Phl‘lxghxle

avec les fonctions suivantes :

Y:{k:2, f:3,¢9:3, h:2,a:0,b:0, c:0}
et N:{S:0,Q:2, U:1, V:2, P:2 0O:2}

Elle engendre l’arbre de la figure 4.1. On peut voir sur cet arbre que certains
sommets ninterviennent pas dans le mots des feuilles, ils serait donc intéres-
sant de les supprimer. De méme, on peut se douter qu’une grammaire plus
simple pourrait engendrer un graphe ayant le méme mot des feuilles.

F1G. 4.1 — Graphe engendré par la grammaire de ’exemple 12.

4.2.1 Grammaire de termes développée

La premiére transformation que l’on va utiliser est la mise sous forme
développée d’une grammaire de termes.



32 Arbres algébriques et mots infinis

On appellera terme fini un terme ¢ tel qui n’existe pas de sous-terme de
t qui soit un appel.

Définition 4.12 Une régle r est une régle finie si par récriture itérée de
T(r), on obtient un terme fini.

Définition 4.13 Une régle r est une régle utile si il existe une suite de
récriture 4 partir de l'aziome tel qu’il existe un sous-terme du terme obtenu
qui soit un appel a r.

Définition 4.14 Soit une régle r, une variable x; de r est une variable utile
s1 4l existe dans T(r) un sous-terme x; qui ne soit pas un sous-terme du iéme
parameétre d’un appel & N(r).

Ce qui nous pemet de définir ce qu’est une grammaire sous forme déve-
loppée.

Définition 4.15 Une grammaire est sous forme développée si pour toute
réegle 7 € R, r n’est pas finie, v est utile et toutes les variables de r sont
utiles.

I1 est possible de mettre toute grammaire de termes sous forme dévelop-
pée :
1. pour chaque régle finie r, on remplace r par la régle récrivant N(r) en
le terme fini que ’on obtient par récriture de T(r),

2. pour chaque régle r, si r contient un sous-arbre qui est un appel & une
régle finie, on récrit ce sous-arbre,

3. on supprime toutes les régles et tous les parameétres qui ne sont pas
utile.

Les deux premiéres étapes rendent les régles finie inutiles; elle sont donc
supprimée lors de la troisiéme étape. La grammaire obtenue est bien sous
forme développée et préserve le mot engendré.

Propriété 13 Mettre une grammaire sous forme développée ne change pas
le mot qu’elle engendre.

Preuve : Les deux premiéres étapes ne sont que des applications de récri-
tures, elle ne modifient donc pas ’arbre engendré. La troisiéme étape sup-
prime des régle et des paramétres qui, par définition, n’ont aucune influence
sur 'arbre engendré.

La mise sous forme développée ne modifie donc pas I'arbre engendré par
une grammaire de termes. O
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Exemple 13 La grammaire de [’exemple 12 mise sous forme développée est
la grammaire :

S — keQab

Q +— fcPxixoUa

U+— hxlle

P— gl‘1$20$1$2

O Phl‘lxgh.%'gxl

La régle V' étant inutile, elle est supprimée.

4.2.2 Grammaire de terme élaguée

On va maintenant définir une deuziéme transformation, qui cette fois ne
conserve pas l’arbre engendré, mais qui préserve le mot des feuilles.

Définition 4.16 Un terme t est dit élagué si, la cime de t contient au maxi-
mum un sommet coloré par un non-terminal, que ce non-terminal est le som-
met le plus a droite et que chacun de ses parameétres est un terme élagué.

Définition 4.17 Une grammaire développée est dite élaguée si pour toute
régle r € R T(r) est un terme élagué.

Il est possible de transformer une grammaire de termes, en une grammaire
de termes élaguée de la maniere suivante : Soit ¢ = fi1...%¢s5s) un terme, on
élague t de la maniére suivante :

— si aucun des parametres 11 .. .15 s) ne possede de sous-terme qui soit

un appel, alors ¢ est élagué,

— si f est un non-terminal, on élague ses parameétres,

— sinon, soit ¢; le premier terme contenant un sous-terme qui soit un
appel, on élague les termes ¢ ...t; puis on fixe l'arritée de f a i.
Cette procédure est assurée de terminer, car la taille des termes que ’on
élague ne peut que diminuer. On élague une grammaire développée en éla-

guant chacun des termes apparaissant en partie droite de ses régles.

Exemple 14 La grammaire de Uexemple 18 mise sous forme élaguée est la
grammaire :

S +— kcQab

Q — fcPxixo

P— gl‘1$20$1$2

O Phl‘lxgh.%'gxl

On note que f & maintenant une arité égale & 2 et que la régle U a été

supprimée.

La forme élaguée d’une grammaire de termes est interessante car la pro-
priété 1 nous donne la propriété :
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Propriété 14 Le mot des feuilles d’une grammaire de termes est conservé
st l’on élague cette grammaire.

Une grammaire sous forme élaguée est telle que pour toute régle r € R,
la cime du terme T(r) et de tous ses sous termes contient au maximum un
sommet étiqueté par un non-terminal, et ce sommet s’il existe est la feuille
la plus & gauche.

Définition 4.18 Une récriture stable d’une régle v d’une grammaire de
terme élaguée, consiste a récrire le terme T(r), puis a élaguer la grammaire
obtenue.

De par sa définition, la récriture stable d’'une grammaire de termes éla-
guée donne une grammaire de termes élaguée dont l'arbre engendré a le
méme mot des feuilles que 'arbre engendré de la premiére grammaire.

4.2.3 Grammaire de terme récursive simple

On appellera appel principal d’un terme t élagué, le sous-terme ¢’ de t
s'il existe, tel qu’il n’existe pas de sous-terme de ¢ qui soit un appel et dont
t' est un sous-terme.

Définition 4.19 Une régle r € R d’une grammaire de termes élaguée est
récursive directe si l’appel principal de T(r) est un appel a N(r).

Définition 4.20 Une régle r € R d’une grammaire de terme élaguée est
récursive si par récriture stable de son appel principal, il est possible d’obtenir
une régle récursive directe.

On peut maintenant définir une nouvelle classe de grammaires.

Définition 4.21 Une grammaire de termes H est récursive simple si toutes
ses régles récursives sont récursives directes et qu’aucun des paramétres d’un
appel récursif ne posséde de sous-terme qui soit un appel.

Toute grammaire peut-étre transformée en une grammaire équivalente
pour le mot des feuilles.

Propriété 15 Toute grammaire de termes peut-étre transformée en une gram-
maire récursive simple qui engendre un arbre ayant le méme mot des feuilles
que ’arbre engendré par la grammaire de départ.

Preuve : Soit H une grammaire de termes élaguée :

1. on transforme chaque régle récursive en une régle récursive directe par
récriture stable de son appel principal,
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2. pour chaque régle récursive r € R si un des paramétres de l'appel
principal de T(r) posséde un sous-terme qui est un appel, on effectue
une récriture stable de ’appel principal de 7,

3. si au moins une régle & été modifiée on recommence & I’étape 1.

H étant élaguée, tous les parametres d’un appel sont donc utiles, notam-
ment ceux contenant un sous-terme qui est un appel. A I'étape 2, le pas de
récriture stable va donc faire disparaitre 'appel récursif et réduire le nombre
d’appels imbriqués dans cette régle.

Etant donné que la procédure se termine quand il n’y a plus d’appel
imbriqué et qu’a chaque passage le nombre d’appels imbriqués décroit, la
procédure termine en un temps fini.

La seule opération utilisée est la récriture stable. La grammaire obtenue
engendre donc un arbre qui a le méme mot des feuilles que ’arbre engendré
par la grammaire de départ.

Lorsque la procédure se termine, toutes les régles récursives sont récur-
sives directes et ne contiennent pas d’appel imbriqué, la grammaire H est
donc sous forme récursive simple. O

Exemple 15 La grammaire de l’exemple 1/ mise sous forme récursive simple
est la grammaire :

S — keQab

Q — fCPlij

P— gmlmgthlmghxgxl

4.2.4 Forme réduite
On arrive maintenant & la forme qui va nous intéresser.

Définition 4.22 Une grammaire de termes est sous forme réduite si elle est
récursive simple et qu’elle n’est composée, au mazimum, que de deux régles
s et p qui ne contiennent pas d’appels imbriqués et telles que s|y C {p} et

pv € {p}-

Propriété 16 Toute grammaire de termes peut-étre transformée en une gram-
maire réduite qui engendre un arbre ayant le méme mot des feuilles que
Uarbre engendré par la grammaire de départ.

Preuve : Soit H une grammaire sous forme récusive simple. Soit ’axiome
est une régle récursive, alors H est réduite & ’axiome et est sous forme
réduite. sinon

1. par récriture stable itérée de ’appel principal de 'axiome, on se raméne
& un axiome dont 1’appel principal est un appel & une régle récursive,
2. si I'axiome ne contient pas d’appels imbriqués, H est sous forme ré-

duite, sinon on applique un pas de récriture stable et on recommence
la procédure en 1.
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H étant sous forme récursive simple et le nombre de régles étant fini,
I’étape 1 se fait en un nombre fini de récritures. La procédure se termine
lorsque l'axiome ne contient plus d’appels imbriqués, or ’étape 2 nous assure
que le nombre d’appel imbriqué décroit, la procédure se termine donc en un
nombre fini d’étapes.

La seule opération utilisée est la récriture stable, le mot des feuilles de
I’arbre engendré ne change donc pas, la grammaire H est donc bien sous
forme réduite. O

Exemple 16 La grammaire de l’ezemple 15 mise sous forme réduite est la
grammaire :

S +— kcfcPab
P — gmlmgPhxlehmgml

Elle engendre le graphe de la figure 4.2.

c/k\f
c/ \9
SRy
N

SN N
a bbb a

a4

F1G. 4.2 — Graphe engendré par la grammaire de ’exemple 16.

4.3 Mots infinis au deuxiéme niveau

4.3.1 Arbres algébriques

On dispose maintenant d’une forme simplifiée pour les grammaires de
termes qui va nous permettre d’énoncer les deux lemmes ci-dessous :

Lemme 1 Les mots des feuilles des arbres algébrigues sont des mots mor-
phiques.

Preuve : Soit H une grammaire de termes réduite. Si H engendre un arbre
fini, le mot des feuilles de cet arbre est un mot fini qui est donc trivialement
morphique.



4.3 Mots infinis au deuxiéme niveau 37

Soit u ’application qui & un terme fait correspondre son mot des feuilles,
et v/ application qui & un terme ¢ fait correspondre le mot des feuilles de la
cime stricte de t. Soit v application qui & un couple (r,4) fait correspondre
le mot des feuilles du iéme paramétre de I'appel principal de la régle r.

Le mot des feuilles de H est le mot infini résultat de la concaténation du
mot u/(T(s)) et du mot u(T(p)) dans lequel on a substitué a chaque caractére
x; le mot v(s,1).

Or on obtient le méme mot en appliquant le morphisme o : V1 < ¢ <
d(p), z; — v(s,i) et A— u/(T(s)) au mot Au(T(p)).

Pour ¢ un terme, on définit u,,(¢) comme étant lapplication de u' au
terme ¢ aprés n pas de récriture stable. Le mot infini u(J(p)) est égal a
L, (T(p)).

Soit 7 le morphisme : V1 <4 < d(p), x; — v(p,1). Le mot u,(T(p)) est la
concaténation pour j allant de 0 & n des 77 (v/(T(p))). Pour n = w, on étend
7 avec A — Au/(T(p) et I'on obtient 7¢(A) = Au(T(p)).

Le mot des feuilles de H est donc le mot o(7%(A)), et est un mot mor-
phique. a

Exemple 17 La grammaire de l’exemple 16 & pour mot des feuilles le mot
morphique définit par les morphismes suivants :

c: A cc, x1—a, r9+—b
T A'—>A1’11‘2, Il — 12, T2 — T

Le mot o(1¥(A)) est le mot ccababba . . ..

Lemme 2 Les mots morphiques sont des mots des feuilles des arbres algé-
briques.

Preuve : Soit ¥ un alphabet et o(7¥(a)) un mot morphique m sur cet
alphabet. o (resp. 7) est un morphisme x; — wu; (resp. y; — vj, avec y1 = a
et v; = av}) de ¥ dans X*.

On défini H une grammaire de termes. H & pour terminaux, les éléments
de X qui seront d’arritée nulle et des élément s; et ¢; qui seront d’aritée res-
pective |u;| et |v;|, ainsi que s d’arritée |o(a)|+ 1. L’ensemble des terminaux
de H est réduit a deux élements : S d’aritée nulle (’axiome) et P d’aritée
égale & 0(7) :

- R— SoO’(CL)PSlul cee 36(0)”6(0)

- P tlvllptlvl - Uy(r)Us(r)

La grammaire H & m pour mot des feuilles. O

Ces deux lemmes nous permettent maintenant d’énoncer le théoréme
suivant :

Théoréme 4.1 Les mots des feuilles des arbres algébriques sont les mots
morphiques.
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On dispose de plus de la propriété suivante :

Propriété 17 (JCau02]) Les mots des feuilles des arbres algébriques sont
dans Graphe2.

Qui nous permet de réobtenir ce résultat déja connu :

Corollaire 1 Les mots morphiques sont au niveau 2 de la hiérarchie.

4.4 Perspectives

Nous venons de voir qu’au niveau 2 de la hiérarchie se trouve les mots
morphiques. Mais existe-t-il d’autre mots infinis & ce niveau? On conjec-
ture que non : les mots infinis du niveau 2 seraient exactement les mots
morphiques, mais la preuve reste & terminer.



Chapitre 5

Transducteurs et mots infinis

Une autre maniére d’obtenir des graphes infinis est d’utiliser les transduc-
teurs. On va donc ici étudier les mots infinis engendrés par des transducteurs
et voir quels sont les liens qui les unissent au mots infinis présents dans la
hiérarchie.

5.1 Transducteurs strictement croissants

Nous allons commencer par nous restreindre & une famille de transduc-
teurs simples, et voir quels sont les mots infinis obtenus.

Définition 5.1 On appellera transducteur croissant (resp. strictement crois-
sant) un transducteur tel que pour tout chemin puz/v>q, on a |u| < |v| (resp.

Jul < [vl).

Théoréme 5.1 Les mots infinis engendrés par les transducteurs strictement
croissants sont les mots ultimement périodiques.

Preuve : Soit T un transducteur strictement croissant engendrant un mot m
infini. Pour chaque symbole s de ’alphabet de sortie, on considére I’automate
A construit a partir de T :

- QA = QTJ

- PA - {CL},

- GA = {(p,a,q)\flu,v (p,u,’U,Q) € GT}7
= Iq=Ip,

- Fy ={z|x € Fr A Lr(x) = s}.
Ces automates engendrent des mots ultimements périodiques, m est donc
une union finie de mots ultimements périodiques, et donc m est, lui aussi,
un mot ultimement periodique dont la période est le plus petit multiple
commun des périodes des mots dont il est 'union. a
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5.2 Perspectives

Nous venons de montrer que les mots infinis engendrés par les transduc-
teurs strictement croissants, sont les mots ultimement périodiques, c’est-a-
dire les mots que 1’on retrouve au niveau 1 de la hiérarchie.

Qu’en est-il pour les transducteurs croissants 7 On conjecture qu’ils en-
gendrent les mots morphiques, c’est-a-dire les mots que 1’on pense étre au
niveau 2 de la hiérarchie.

Il serait donc intéressant de continuer d’étudier ces deux familles de
graphes ainsi que les relations qu’il peut y avoir entre elles.
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Conclusion

Lors de ce stage, deux voies majeures on été étudiées en paralléle, a savoir,
les graphes de niveau 2, ainsi que les graphes reconnus par les automates
synchronisés.

Des premiers résultats sur les mots infinis présents au niveau 2 ont été
apportés, mais de nombreuses pistes restent encore & étre étudiées. Est-ce
que les mots des feuilles des arbres algébriques sont exactement les mots
présent dans les graphes du deuxiéme niveau ?

Si cette conjecture ce révéle étre vraie, les mots du deuxiéme niveau
seraient exactement les mots morphiques. Il serait ensuite possible d’essayer
de généraliser cette conjecture a tous les niveaux : les mots des feuilles de
Arbre, sont les mots de Graphe,, ce qui permettrait de définir les mots
morphiques d’ordre supérieur.

Il reste aussi & terminer les recherches entamées sur les mots infinis que
I’on trouve, parmi les graphes obtenus & l'aide de transducteurs. Mais aussi
sur les liens qui existent entre ces graphes et les graphes de la hiérarchie.

On peut donc voir que méme si des premiers résultats on été apportés,
il reste bien des possibilités de recherche.

De plus, ’étude des mots infinis n’est qu'un premier pas dans la compré-
hention des familles des graphes du niveau 2 (et plus) de la hiérarchie.
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